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Automats de Stallings, un cami d’anada i tornada

JORDI DELGADO I ENRIC VENTURA

L’algébre n’est qu’une géometrie écrite;
la géométrie n’est qu’une algébre figurée.

Sophie Germain (1776-1831)

Resum: En aquest article revisem algunes de les propietats fonamentals del grup
Iliure i fem una exposicio detallada de la teoria dels automats de Stallings, una inter-
pretacié geometrica dels seus subgrups que ha estat (i segueix essent) immensament
fructifera, tant com a mitja per a entendre resultats classics com com a font de nous
resultats. N'expliquem alguns dels més rellevants.

Paraules clau: grup lliure, subgrup, automat, Stallings, problema algorismic, problema
de decisio.

Classificaci6 MSC2010: 20-02, 20E05, 20F05, 20F10, 20F65, 05C25.

1 Introduccio

La relaci6 entre I'algebra i la geometria és, probablement, una de les més
fructiferes entre les diferents arees matematiques. Val a dir que es tracta d'una
relacio bidireccional. Si bé inicialment I’algebra es va constituir com un potent
recurs per a resoldre (entre d’altres) problemes geometrics (per exemple, amb
el treball d’Euclides al Llibre 11 dels Elements, molts segles més tard, de forma
sistematica, amb el descobriment de Descartes de la geometria analitica, o,
més modernament, amb el desenvolupament de la topologia algebraica), a
mesura que aquesta guanyava en abstraccio, i es constituia en una disciplina
matematica per se, s’ha anat configurant també una relaci6 fructifera en sentit
contrari: els arguments geometrics i topologics han esdevingut un instrument
essencial per a resoldre problemes d’origen i motivacio algebraics.

Aquesta influéncia ha estat especialment acusada durant el darrer segle i
escaig en I’ambit de la teoria de grups infinits, on '’enfocament combinatori
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(basat en la idea de presentacié d’'un grup) ha donat pas a una explosio de
metodes i arguments geometrics que han acabat conformant ’area anomenada
teoria geomeétrica de grups.

El concepte de presentacio d'un grup (vegeu la definici6é 20) es basa en el de
grup lliure, una mena de llenc! on tots els grups poden ser dibuixats. No és,
per tant, gens sorprenent la rellevancia que ha tingut I’estudi del grup lliure en
el desenvolupament de la teoria de grups, especialment dels grups infinits. Per
als no avesats, convé recordar que el grup lliure admet una interpretacié molt
senzilla i intuitiva com a «conjunt de paraules» usant un conjunt predefinit de
lletres (vegeu la seccio 2).

La concisi6 de la descripcié combinatoria donada per les presentacions és
especialment propicia per a la formulacié de qiiestions algorismiques, que,
durant el darrer segle, han esdevingut un tercer ingredient estretament lligat a
I’algebra i la geometria dels grups.

Malgrat la seva aparent simplicitat, reforcada pel fet que els seus subgrups
son també lliures (teorema de Nielsen-Schreier), les relacions entre els sub-
grups del grup lliure son intricades i amaguen sorpreses interessants. Per
exemple, veurem que —en contrast amb el que succeeix en els ambients abe-
lians classics— el grup lliure de rang 2 té subgrups de qualsevol rang finit, i fins
i tot de rang infinit. I estudiarem el comportament de les seves interseccions,
que va donar lloc a la coneguda conjectura de Hanna Neumann, un proble-
ma obert durant més de mig segle, i resolt fa uns anys independentment per
Friedman a [18] i per Mineyev a [36] (vegeu també les simplificacions remarca-
bles de Dicks a [18, apéndix B] i [17]).

Tot i la innegable complexitat del seu reticle de subgrups, veurem que,
des del punt de vista algorismic, els grups lliures, en general, es comporten
molt bé. Multitud de problemes algorismics naturals (incloent-hi els problemes
classics de Dehn, aixi com els de la pertinenca,’ la interseccio de subgrups
o la finitud de l'index) son decidibles al grup lliure [F,; molts d’ells gracies,
precisament, a técniques basades en els automats de Stallings. Vegeu [12]
per a un inventari (no exhaustiu) de problemes decidibles usant automats
de Stallings, els protagonistes d’aquest article. Cal assenyalar, pero, que els
comportaments discols tampoc no estan lluny: és suficient fer un producte
directe de dos grups lliures per comencar a trobar problemes molt naturals
que son algorismicament indecidibles (vegeu [35]).

En aquest article comencarem fent una breu introduccio6 al grup lliure i les
seves propietats principals. Tot seguit, exposem els fonaments de la teoria
dels automats de Stallings, una interpretacié geomeétrica molt aclaridora dels
subgrups del grup lliure que, a més, ha resultat immensament fructifera en
termes d’aplicacions. A la seccié 4 en revisarem algunes de les més importants.

1 Com veurem a la secci6 2, un full d’origami, del qual sorgeixen tots els altres grups després
de «plegar-lo» adequadament, és potser una metafora més acurada.
2 En angles, Membership Problem (MP).
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1.1 Notacio, terminologia i convenis

La major part de la notacio i la terminologia utilitzades en aquest article son
estandard; tanmateix, a continuacio aclarim alguns aspectes per evitar possibles
confusions.

El conjunt dels nimeros naturals, designat per N, inclou el zero, i espe-
cifiquem condicions sobre ell mitjancant subindexs; per exemple, designem
per N el conjunt de nimeros naturals estrictament positius. El cardinal d'un
conjunt S es designa per #S, i la notacio |-| es reserva per a indicar longitud (en
diferents contextos). Escrivim com a [m,n] = {k € N: m < k < n} el conjunt
de niimeros naturals entre m i n (ambdos inclosos) i [0, 8o] = N U {Rg}.

Designem per F un grup lliure generic, mentre que les notacions F4 i Fy
(resp., F;,) s’usen per a emfatitzar una base A i el rang k (resp., n, si és finit)
de [, respectivament. Les primeres lletres de l'alfabet llati (a, b, c,...) s'usen
normalment per a designar els simbols dels alfabets formals, mentre que les
ultimes (u, v, w,...) solen designar paraules formals o elements del grup lliure.

Les funcions actuen per la dreta. Es a dir, designem per (x) (o simplement
per x@) la imatge de I'’element x per la funcié @, i designem per ¢y la com-

posicié A 2B Y C.En conseqiiéncia, escrivim, per exemple, g" = h=!gh (el
conjugat de g per h)i[g,h] = g 'h~'gh (el commutador de g i h).

Designem la conjugacio (d’elements o subgrups) per ~, i escrivim H < G,
H <G, H <¢qg G, H <¢ G, H <5 G, per designar que H ¢és subgrup, subgrup
normal, subgrup finitament generat, factor lliure, i subgrup d’index finit (de G),
respectivament.

2 Grup lliure

Comencem recordant les definicions de monoide i de grup. Un monoide és un
parell (G, -) on G és un conjunt arbitrari,i -: G X G — G, (g1,92) — g1 - g2 €és
una operacié associativa amb element neutre (que representarem per 1). Si, a
més, tot element g € G té un (unic) invers g~ ! (i.e.,, talqueg-g ' =gl-g=1)
diem que (G, -) és un grup. Si A < G, designarem per A~! el conjunt d’inversos
d’elements de A, i. e, A~! = {a~!:a € A}. Usualment ometrem el simbol per
al’operacio i escriurem g - h = gh. Si, amés, gh = hg per a tot g, h € G, direm
que el monoide (o el grup) és commutatiu o abelida; en aquest cas 'operacid se
sol designar per «+» i I’element neutre per O (notacio additiva).

Hi ha moltes maneres de definir els grups lliures i les seves bases: geometri-
ques, algebraiques, combinatories, categoriques... La més concreta és, potser,
la que adapta la noci6 estandard de base de 1’algebra lineal al context de grups,
mentre que la més abstracta és probablement la categorica.? Al llarg d’aquesta
seccio les desenvoluparem totes dues i veurem com estan relacionades. Abans,
pero, emfasitzem el polimorfisme del grup lliure amb dues caracteritzacions
addicionals, de caracter geomeétric, que enunciem sense demostracio.

3 Vegeu https://en.wikipedia.org/wiki/Abstract_nonsense.
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TEOREMA 1. Sigui F un grup. Aleshores, els enunciats segiients son equivalents:

(a) F és un grup lliure;
(b) F és el grup fonamental d’un graf connex;*
(c) F actua lliurement i sense inversions sobre les arestes d’un arbre.®

Tot i la indubtable rellevancia d’aquest resultat, hem preferit fer una pre-
sentacio «algebraica» del grup lliure, amb I'esperanca que el lector la trobi més
natural. Comencem notant que és immediat de la definici6 de grup que els fac-
tors trivials 1 i els productes gg~! (anomenats canceHacions) son superflus en
qualsevol producte g; - - - gn d’elements d’'un grup G (per exemple, h1k = hk i
hgg~'k = hk). Un producte en el qual no apareixen factors trivials ni cancel-
lacions s’anomena producte reduit (incloent-hi el producte buit, que representa
'element neutre —també anomenat element trivial en aquest context). Es clar
que, eliminant repetidament factors trivials i cancellacions, tot producte es pot
convertir en un producte reduit, amb el mateix resultat dins de G.

DEFINICIO 2. Sigui G un grup i A € G. Diem que A és un subconjunt lliure
(o independent) en G si dos productes reduits diferents d’elements de A* =
A U A~ sempre donen resultats diferents de G (o, equivalentment, si el buit
és I'inic producte reduit que dona I'’element trivial de G). Diem que A genera
(o que és un conjunt de generadors per a) G si tot element de G és igual a un
producte (que podem suposar reduit) d’elements de A*. Finalment, diem que
A és una base de G i que G és un grup lliure (sobre A) si A és lliure en G i
genera G. Farem servir la notacié F per a referir-nos als grups lliures.

DEFINICIO 3. S’anomena rang d'un grup G, designat per rk(G), la minima
cardinalitat d’'un conjunt de generadors per a G. Si un grup admet un conjunt
de generadors finit, direm que és finitament generat.

EXEMPLE 4. Considerem el grup dels enters Z amb notaci6 additiva.b Els con-
junts {1} i {—1} en s6n bases ja que, clarament, generen Z i cap expressio de
la forma

1+1+- 41 obé (-1)+ (-1 +-"" +(-1)

amb n + 0 dona igual a zero. En particular, {1} és un conjunt de generadors
(obviament minim) de Z, i per tant rk(Z) = 1.

EXEMPLE 5. En canvi, {1} = {1+nZ} no ésunabase de Z/nZ, peran = 2, jaque,

tot i ser-ne generador, no és un subconjunt lliure, degut a la relacio T+ 41 =
0. De fet, cap subconjunt A < Z/nZ no és base ja que el subconjunt buit no
genera, i qualsevol element a € Z/nZ compleix la relacio: a + Moia= 0; per
tant, el grup Z/nZ no és lliure.

4 Vegeu la definici6 33 per a la definici6 de grup fonamental, i I'observaci6 50 i la proposi-
ci6 54(ii) per a una reformulacié en termes d’automats.

5 Un arbre és un graf connex sense cicles. Vegeu [6, capitol 3].

6 En notaci6 additiva, 1 és el generador natural del grup (Z, +) i no pas el neutre, designat
per 0.
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Noteu que el grup trivial és lliure (amb base @ i, per tant, amb rang 0) i,
com hem vist a ’exemple anterior, el grup dels enters Z també és lliure (i té
dues bases, {1} i {—1}). Es immediat de la definici6 que aquests sén els tnics
grups lliures abelians. D’altra banda, hem vist que Z/nZ no és lliure per a
cap n > 2. Amb el mateix argument es pot demostrar que cap grup finit no és
lliure, excepte el trivial.

OBSERVACIO 6. Si A c F és base d’un grup (lliure) [F, aleshores A és un sistema
de generadors minimal de [F; és a dir, (A) = F, pero (A\S) = Fperatot @ +
S c A

PROVA. Si existis un S + 0 tal que A \ S generés tot [, aleshores, per qual-
sevol s € S, tindriem s € F = (A\ S), i 'element s € G el podriem obtenir
com una lletra de A i, alhora, com un producte reduit en A \ S, contradient la
hipotesi que A és una familia lliure. O

Tot seguit construirem grups lliures amb bases de cardinal arbitrari.

DEFINICIO 7. Sigui A un conjunt (finit o infinit), que anomenarem alfabet, o
conjunt de lletres elementals. Una paraula sobre A és una seqiiéncia ordenada
i finita de lletres, aja; - - -an,onn = 0,1 a; € A, amb possibles repeticions.
El nombre total de lletres n d'una paraula s’anomena Ilongitud, i escrivim
lajay - - - an| = n. Com a conveni, designarem per 1 I'iinica paraula de longitud
zero, o paraula buida. El conjunt de totes les paraules sobre A el designem
per A*.

OBSERVACIO 8. Per a tot alfabet A, el conjunt A* és un monoide amb I'operacio
de concatenacio, u - v = uv, u,v € A*. Amés, luv| = |lul + |v| i, per tant,
I'tnic element invertible és el neutre, 1.

Aprofitant la notaci6é exponencial per a productes successius d'un element
amb si mateix, u" = u-rf)-u, podem abreujar les paraules de A* tot escrivint la
poténcia corresponent cada vegada que una lletra apareix diverses vegades con-
secutivament; per exemple, aabaaabbab = a’ba3b?ab. Si fem aix0 agrupant
al maxim, cadascuna de les poténcies de lletres que apareixen s’anomena una
sitlaba; per exemple, la paraula anterior té longitud2+1+3+2+1+1=10,i
6 sillabes.

Observem que, sobre un alfabet d’una sola lletra, A = {a}, el monoide A* és
isomorf al dels nimeros naturals (en efecte, A* = {1,a,a?%,a3,...}ia" -a™ =
a™t™ per n,m = 0). En canvi, sobre un alfabet A de dues o més lletres,
el monoide A* és forca més complicat; en particular, com que ab # ba, no és
un monoide commutatiu.

Anem en la bona direccié per aconseguir que A sigui una base de A*: efec-
tivament A genera A*, i cap producte de longitud n + 0 d’elements de A no
dona mai igual a 1. El problema és que A* només és un monoide (de fet, un
monoide lliure); pero és molt lluny de ser un grup ja que cap element, llevat
del neutre 1, no té invers. Per a convertir-lo en un grup, haurem d’introduir els
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inversos de tots els elements. Com veurem, sera suficient d’introduir «inver-
sos formals» per a les lletres elementals, A~! = {a~! :a € A}. Es a dir, doblem
I’alfabet A amb una lletra nova per cadascuna de les antigues, i el designem
per A* = AUA! = {g,a”! | a € A}. La notacio usada suggereix que cada
a~! és I'invers del corresponent a, i aixi sera en acabar la construccio, pero de
moment és només una qiiestio notacional: a i a~! son simplement dues lletres
diferents del nou alfabet A* (inverses formals, si voleu).

Considerem el monoide (A*)*, és a dir, el conjunt de totes les paraules
sobre I'alfabet A* amb I'operaci6 de concatenacio. Per exemple, si A = {a, b}
tindrem A* = {a,a"1,b,b"1} i (A*)* conté exactament 4° = 16 paraules de
longitud 2, a saber a2, aa™1, ab,ab ', a'a,a 2, a'b,a ‘b1, ba, ba!, b?,
bbb la,bla !, b 'b,ib 2 (onx"" = (x~ 1), per n > 0). Per a aconseguir
que, per cada lletra a € A, I'element a~! sigui realment I'invers de a, cal fer
alguna cosa per a forcar que aa~! = 1 = a~!'a. Una manera d’aconseguir-ho és
fent el conjunt quocient per la relacié d’equivaléncia apropiada.

DEFINICIO 9. Anomenem reduccio elemental, designada per ~, la transforma-
ci6 consistent a eliminar una cancellaci6é dins d’'una paraula; és a dir,sia € Ai
u,v € (A*)*, aleshores

uaa v ~uv i ualtav ~ uv. (1)

La transformaci6 inversa I’anomenem insercio elemental, i la seva clausura
simeétrica (designada per «), transformacio elemental. Es a dir,

www o ww~w ow ~w. (2)
Obviament, si w « w’ llavors |w| = |w’| + 2. Finalment, definim ~ com la
clausura reflexotransitiva de —; és a dir, per a tot w,w’ € (A*)*
i w~wi
(i) w~w e Jwyg=w,w,...,Wn =W t.q. Wg «» W1 « -+« Wy,

és a dir, w ~ w’ si es pot passar de w a w’ fent una quantitat finita de
reduccions i/o insercions elementals, entenent que aixo inclou el cas amb
n = 0 passes. Per exemple, a’a~'bb~1a=2b ~ a’c 'ca3b ja que

a’a 'bb~'a=?b ~ abb 'a?b ~ aa"?b «~ a’a b ~ a’c 'ca3b.

Es immediat de la definici6 que ~ és una relaci6 d’equivaléncia al con-
junt (A*)*. Podem considerar, doncs, el conjunt quocient, que designem per
Foa = (A*)*/ ~. Es clar que a la classe [w] € F4 hi ha precisament totes
les paraules «iguals» a w € (A*)* modul les igualtats elementals desitjades
aa”! =1 =ala, a € A. Finalment, definim a F4 = (A*)*/ ~ una operacio
binaria (clarament ben definida) adaptant de manera natural la concatenaci6
de (A*)*:per atot u,v € (A*)*,

[ul - [v]=[uv]. (3)
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PROPOSICIO 10. El conjunt F5 amb l'operacio (3) és un grup.

PROVA. La propietat associativa és conseqiiéncia immediata de ’associativitat
de la concatenaci6 en (A*)*; ’element neutre és [1]; i I'invers d’'una clas-
se [aj ---aj"] € Fs (on€; = =1) éslaclasse [a; " - - - a; ' ]. Per tant, F4 amb
I'operacio (3) té estructura de grup. O

Ja tenim el grup F4 construit. Vegem ara que [, és lliure amb base A. La ma-
nera natural de veure A dins de F4 és com el conjunt de classes de les paraules
positives de longitud 1, és a dir, {[a] : a € A}. Pero hi ha un petit problema
tecnic aqui: estem segurs que dues lletres positives diferents estan sempre en
classes diferents? En altres paraules, estem segurs que 'aplicacié t4: A — Fyu,
a — [a], és injectiva? Intuitivament sembla clar que, si a, b € A so6n dues lletres
diferents, llavors a + b ja que no sembla possible transformar la lletra a en
una de diferent b, simplement usant reduccions i insercions elementals. Per a
demostrar-ho rigorosament usarem la proposicio segiient, que és important
també per a altres qiiestions.

DEFINICIO 11. Una paraula w € (A*)* és reduida si no conté cap parell de
lletres consecutives mutuament inverses formals. Es a dir, w = aj'af’ - - - aj"
és reduida si, sempre que dues lletres consecutives coincideixin, a;;, = a;;.,,
els seus signes també, €; = €;,1. El conjunt de paraules reduides en A el

designarem per R(A) < (A*)*.

PROPOSICIO 12. Tota classe d’equivaléncia [w] € F4 conté una i només una
paraula reduida (designada per w).

PrROVA. Es clar que tota classe conté alguna paraula reduida, ja que podem
prendre un representant qualsevol w € [w] i (si no és ja reduit) reduir-lo apli-
cant reduccions elementals successives fins que no en quedi cap de disponible.
Aquest procés sempre acaba en un nombre finit de passos, ja que |w| és finit i
a cada pas la longitud disminueix en dues unitats.

Per veure la unicitat, suposem que dues paraules reduides diferents w,w’ €
R(A) pertanyen a la mateixa classe i busquem una contradicci6. Sigui w =
Wy «» W] <~ -+ «» Wy_1 -~ Wy = W una successié de transformacions
elementals minimitzant N = >, |w;|. Com que w = w’ i ambdues sén
reduides, no pot serni n = 0, ni n = 1, ni n = 2; per tant, n > 3. A més,
lwol < w11 |wp-1| > |wyl i, per tant, hi haun j € [1,n — 1] tal que |w;_1| <
lw;l > |w;js1]. Fixem-nos ara en les reduccions elementals wj_1 «» wj ~ Wj41,
i en les dues lletres de w; afectades per cadascuna d’aquestes reduccions. Si
n’hi ha una (o dues) en comu, aleshores w;_; = wj,1 cosa que contradiu la
minimalitat de N. I si els parells de lletres eliminades en ambdues reduccions
son disjunts, aleshores w; = xata€yb®b~%z, per a certes paraules x,y,z €
(A*)*, certes lletres a,b € A, i certs signes €, = +1; canviant wj_;
Wj ~ Wil Per Wj_1 = XybOb 0z ~ xyz «~ xaa €yz = wjy O Wi =
xafa=€yz ~ xyz «~ xyb°b=9z = w;,1 segons convingui, reduim el valor
de N, en contradicci6é també amb la seva minimalitat. O



12 Jordi Delgado i Enric Ventura

OBSERVACIO 13. Donat que a tota classe [w] € F4 hi ha una tnica paraula
reduida w € R(A) (tal que [w] = [w]), podem pensar el grup [,4, alternativa-
ment, com el conjunt de paraules reduides R(A) amb l'operacié u - v = uv.
Sovint aplicarem aquesta interpretacio i escriurem simplement w € [F4 per
referir-nos a I'element [w] = [w] € F4.

Com que les lletres (les paraules de llargada 1, per ser precisos) son clara-
ment reduides, el resultat segiient és immediat de la proposicio 12.

COROLLARI 14. L’aplicacio ta: A — Fa, a — [a] és injectiva. O

Ara, pensant A < [F4 via 4, és clar que tota paraula reduida és producte d’ele-
ments de A* (és a dir, A genera [F4), i que el buit és I'tinic producte reduit
d’elements de A* que dona 1 € F4 (és a dir, A és un subconjunt lliure de [F4).

COROLLARI 15. Per a tot alfabet A, el grup F 4 és lliure amb base A. O

Hem provat I'existéncia de grups lliures amb bases de qualsevol cardinal.
La pregunta natural ara és quan dos d’aquests grups, F4 i F4/, son isomorfs
(com a grups). I és forca raonable pensar que sera, precisament, quan Ai A’
tinguin el mateix cardinal. Efectivament, aixi és; i per a demostrar-ho ens sera
de molta utilitat la caracteritzacio segiient de «grup lliure», que, en realitat,
n’és la definicié estandard en termes categorics.

PROPOSICIO 16. Siguin F un grup i A < F. Designem per t15: A < F la inclusio
natural. Aleshores, F és lliure amb base A si i només si, per a tot grup G, i tota
aplicacio (de conjunts) p: A — G, existeix un vinic morfisme de grups : F — G
tal que (AP = .

FIGURA 1: Definici6 categorica de grup lliure F.

PROVA. Suposem que F és lliure amb base A. Donats Gi @: A — G, el morfis-
me @: F — G que busquem ha de complir a® = a@ per a tot element a € A i,
per tant, (aj! - - - ai")® = (@i, @) - - - (a;, P)" = (a;, @) - - - (a;, @), per
a tot producte reduit d’elements de A, a;' - - -af:. Com que A genera F, el
possible morfisme @ queda completament determinat per @, la qual cosa
ens dona la unicitat. D’altra banda, com que A és un subconjunt lliure de F
(i. e., cap element de F no admet dues expressions diferents com a producte
reduit d’elements de A) és clar que la igualtat anterior per a @ ens dona una
aplicacio F — G ben definida. Finalment, veiem que ¢ és morfisme de grups:
donats x, y € F, considerem les seves (iniques) expressions reduides,
€n € _€1

= i _ 101302 .. 7,0m
X =a;, a;,a; 1 y_bjl bjz bjm’
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amb a;,...,ai,,bj,...,bj, € Aie€,...,€n,61,...,0m = £1. Fixant-nos en
les 0 < v < min{n,m} cancellacions que apareixen en el producte xvy, te-
5 S 5
nim que a;' = b, R b, i a;’ o+ b;’"*'. En aquesta situacio,
I’(Ginica) eXpressm reduida per a I'element xy en termes de A és xy =
€n €r+17,0r+1 .
a;’---a; b o bjm i tenim

(P = (agy - -ai by b =

r+1 ~ Jr+1
= (ain(p)en U (a“iw-l(p)e’url ) (bjr+1q))6y+1 st (bjm(p)(sm =
=[(ai, @) - (i, @) ] - [(a;, @) -+ - (@i, @) ]-
(b, @)% -+ (b, @)% ] - [(bj,,, @) - - - (b, @)°m] =
ol al )@ (bbb b

=xX)P- ().

— €n
= (al.n e a

Per veure I'altra implicaci6, suposem certa la propietat universal per a F.

Considerem H = (A) < F, el subgrup de F generat per A, i designem per
i: H < F la inclusi6. Aplicant la propietat universal a la inclusié ¢: A < H,
obtenim un morfisme @ : F — H que compleix t4@ = @. Pero ara tornem a
aplicar la propietat universal a la composicié 14 = @i: A — H < F: el morfisme
@i compleix 14 (Pi) = (LaP)i = @i, ilaidentitatidr: F — F també ho compleix
taidr = t4 = @i. Per tant, per la unicitat, idr = @i, d’on deduim que F =
im(idr) = im(Qi) =im P < H = (A) i, per tant, que A genera F.

A— H A— H ‘—> F
A
ta ot -
F F~

Per altra banda, podem pensar en el conjunt A com un alfabet formal i
construir el grup G = [F4; aplicant la propietat universal a la inclusio @: A < Fy4,
a +— [a], existeix un morfisme @: F — F4 que compleix (4@ = @, és a dir,
que Compleix (afll . af:)(,ﬁ = (ailcp)el . (ain(p)en = [ail]el . [ain]fn =
[a;! - - - aj"], per a cada producte reduit a;! - - - a;" d’elements de A. Per tant, si

dos productes reduits d’elements de A, a;! - - - a;" ibfl1 e loir donen el mateix

€] €n _ o1 Om €] €En _ o1 Om
_resultat aF_, A, - ai) =F b’ - - 'bjm,’ llavors [qil . -ain]”—[FA [b_J_.1 ~o-bm,
ila proposicio 12 ens assegura que son la mateixa expressioé reduida: n = m,
ai, = bj,,...,ai, = bj,,i€1 = 01,...,€xn = On. Per tant, A és un subconjunt
lliure de F. O

PROPOSICIO 17. Siguin F un grup lliure amb base A < F, F' un grup lliure amb
base A’ < V', i designem per 14 i1y les respectives inclusions. Llavors, F i F' son
grups isomorfs si i només si A i A’ tenen el mateix cardinal: F ~ F' < #A = #A'.
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PROVA. Per la implicaci6 cap a I'’esquerra, suposem #A = #A’ i prenem una
aplicacio6 bijectivan: A — A’. Aplicant la propietat universal de F a nt4 obtenim
un morfisme o«: F— F' que compleix 14 = nty; analogament, aplicant la
propietat universal de F’ a n~'t4, obtenim un morfisme 8: F' — F que compleix
ta'B = n~lus; vegeu la part superior de (4). Pero ara apliquem la propietat
universal de [ a la inclusi6 t4: obviament la identitat compleix 14 idg = t4; pero
el morfisme «xfB: F — F' — F també: taxB = nua'B = np~'ig = 1. Per unicitat,
deduim que «f = idf. I amb un argument simetric, S« = idp . Per tant, F ~ F.

, -1
AcLA'ci;[F' Al A
T T
Fo P
(4)
A * F Al cL) F
A P
. J y j
L7 af=idr 7 Ba=idy
F F

Per a la implicaci6 contraria farem un argument de naturalesa diferent.
Es facil veure que, si #A > R, llavors #F, = #A. Per tant, si #A,#A’ > R el
resultat és evident. Restringim-nos, doncs, al cas #A < oo.

Observeu que, per cada grup G, la propietat universal de F ens dona
una bijeccio, Map(A, G) - Hom(F,G), @ — @, entre el conjunt d’aplicacions
de A a G, i el conjunt de morfismes de grups de F a G (la inversa és la res-
tricciO, ¢4 <+ ). Per tant, aquests dos conjunts tenen el mateix cardinal,
#Map(A, G) = #Hom(F, G). Si F i ' son grups isomorfs, llavors, mirant aplica-
cions i morfismes a 7Z/27Z, tenim

2#A — #Map(A,Z/27) = #Hom(F,Z/2Z) =
— #Hom(F',Z/2Z) = #Map(A’, Z/2Z) = 2**,

d’on es dedueix que #A = #A'. O

OBSERVACIO 18. Un grup lliure F, doncs, pot ser-ho sobre diversos subconjunts
seus A, A" < F; pero, en aquest cas, tots hauran de tenir el mateix cardinal #A =
#A'. Donat que les bases de F sén sistemes de generadors minimals, veiem ara
que, de fet, son sistemes de generadors de cardinal minim: si A és base de F,
aleshores rk([F) = #A. Escriurem [, per designar el grup lliure de rang « (si no
volem fer referéncia a cap base concreta).

Aquesta situaci6 és analoga a la de ’algebra lineal: un K-espai vectorial E
sobre un cos K pot tenir diverses bases, pero totes han de tenir sempre el
mateix cardinal (la K-dimensi6 de E). Com ja hem vist, hi ha grups lliures de
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qualsevol rang, de la mateixa manera que hi ha K-espais vectorials de qualsevol
dimensi6. Una diferéncia important, pero, és que en algebra lineal tot K-espai
vectorial té bases (i, per tant, dimensio), mentre que hi ha molts grups que no
tenen cap base, és a dir que no son lliures sobre cap subconjunt (els grups finits
no trivials, per exemple).

Algebraicament, la familia dels grups lliures és d'una gran rellevancia. Com
que, llevat d’isomorfia, n’hi ha un de sol per a cada rang k, el designarem per [
si volem obviar la referéncia a I'alfabet concret A usat per a la seva construccio.

Aixi tindrem:
Fo=1, F1=2 Fa, Fs,...,Fug...

Clarament, els Uinics grups commutatius séon els dos primers, forca especials
dins d’aquesta familia. La rellevancia d’aquests grups rau en el fet que, d’alguna
manera, contenen tota la informacié possible sobre tots els grups possibles.
Aix0 es concreta a través del resultat classic segiient, forca senzill de demostrar,
i alhora de fonamental importancia per a la teoria de grups.

TEOREMA 19. Tot grup G és quocient d’'un grup lliure. Es a dir, per a tot grup G
existeixen un cardinal k i un subgrup normal N < F tals que G ~ F,/N.

PROVA. Sigui A < G un conjunt de generadors de G (sempre es pot pren-
dre A = G), i sigui k = #A el seu cardinal. Pensem A com un conjunt abs-
tracte, i considerem el grup lliure [4. Per la propietat universal aplicada a la
inclusio @: A — G, existeix un (inic) morfisme de grups @: F4 — G tal que
[a]l® = a, per a tot a € A. Com que A genera G, @ és exhaustiu i, pel primer
teorema d’isomorfia, N = ker @ és un subgrup normal de F4 que compleix
Fa/N ~Im(®) = G. O

Si al teorema 19 fixem una base per a [Fy, i una familia de generadors de N
com a subgrup normal de [, aleshores obtenim el concepte de presentacio,
essencial en teoria de grups.

DEFINICIO 20. Sigui G un grup. Una presentacio per a G és un parell (A, R)
on A és un conjunt de simbols, R és un subconjunt de Fa, i G =~ Fa/{(R)).8
Abusant lleugerament del llenguatge, se sol escriure G = (A | R), i es diu que
els elements de A (resp., R) son els generadors® (resp., relators) de G donats
per la presentacié (A | R),ique w € (A*)* és una paraula en els generadors
de G.

COROLLARI 21. El grup lliure amb base A admet la presentacio Fo = (A | —).

7 Qui vulgui que siguin... Vegeu https://ca.wikipedia.org/wiki/Hipotesi_del_
continu.

8 La clausura normal ((R)) és el subgrup (normal) generat per tots els conjugats d’elements
de R.

9 Formalment, els generadors de G donats per la presentacio G = (A | X) son les imatges [a]®
dels elements a € A per la seqiiéncia d’homomorfismes exhaustius (A*)* = F4 =% G.


https://ca.wikipedia.org/wiki/Hip%C3%B2tesi_del_continu
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Noteu que el teorema 19 ens diu que tot grup admet una presentaciéo —de
fet, infinites presentacions. Diem que una presentacio (A | R) és finita si tant A
com R sén conjunt finits. Es diu que un grup és finitament presentat si admet
una presentacio finita.

El teorema 19 admet dues interpretacions contraposades. Per un costat, im-
plica que, collectivament, els reticles de subgrups (normals) dels grups lliures
contenen tota la informaci6 algebraica possible sobre qualsevol grup concebi-
ble; aixo els converteix en uns candidats naturals i molt concrets on buscar
informaci6 sobre qualsevol grup. Pero, per altra banda, per aquesta mateixa
rad, aquests reticles han de ser extraordinariament complicats, i és utopic
pretendre entendre’ls completament.

Les presentacions constitueixen la manera natural de descriure els grups
des del punt de vista de la teoria combinatoria i algorismica de grups. La
contrapartida geometrica més elemental és I’'anomenat digraf de Cayley, definit
a continuacio.

DEFINICIO 22. Siguin G un grup i S < G un conjunt de generadors per G.
Aleshores, el digraf de Cayley de G respecte de S, designat per Cay(G,S), és
el graf dirigit (digraf) amb conjunt de vértexs G, i un arc g => gs per a cada
element g € G i cada generador s € S=.

Observeu que els digrafs de Cayley (respecte a conjunts generadors) son
connexos: com que (S) = G, qualsevol g € G es pot escriure en la forma g =
sfll .- -sfkk, peracerts k > 0, s;; € S,i€; = =11, llavors, el cami

€1 €2 €3 €k
li,sielli,sfllsiezzi,...i,g (5)
connecta el vértex 1 € G amb el vertex genéric g € G. Per altra banda, els
digrafs de Cayley son també (2 #S)-regulars:!? per definicio, de cada veértex
g € G en surt exactament una aresta per cada s € S* (que va al vértex gs € G)
i n’arriba també exactament una per cada s € S* (que ve de gs~! € G); en
general, algunes d’aquestes arestes poden ser paralleles, o llacos.

Recalquem que Cay(G,S) depen fortament del conjunt de generadors es-
collit S (vegeu figura 2). Per tant, no és un objecte geomeétric canonicament
associat al grup G, sin6 al grup G i a un conjunt de generadors concret S.

ExXEMPLE 23. El digraf de Cayley del grup lliure Fy;; =~ Z respecte a la base {a}
(és a dir, {1} en notaci6 additiva) és un cami dirigit amb infinits vértexs con-
secutius, connectats cadascun al seglient per una a-aresta (i a I’anterior per
una (a~!)-aresta). A la figura 2 podeu veure dibuixats els digrafs de Cayley
Cay(z,{1})iCay(Z,{2,3}) on, com és habitual amb els digrafs involutius (ve-
geu la definici6 32), dibuixem només els arcs positius, i assenyalem amb ® el
vertex corresponent a I’element neutre.

10 Un digraf T’ és regular si el nombre d’arcs que entren en un vertex i el nombre d’arcs que en
surten son independents del vertex p € VI.
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2

3

FIGURA 2: Cay(Z, {1}) (a dalt) i Cay(Z, {2, 3}) (a sota).

EXEMPLE 24. Es facil veure que el digraf de Cayley del grup lliure Fy, ;) respecte
de la base{a, b} té 'aspecte de la figura 3. Per a convencer-nos-en, només cal
tenir en compte les dues observacions anteriors (es tracta d'un digraf connex, i
4-regular), juntament amb els fets d’ésser infinit (#F 4,1 = Ro) i d’ésser un arbre:
un hipotétic cami tancat ens donaria dues expressions diferents d'un mateix
element g com a producte reduit de les lletres a, a~!, b, b1, contradient el fet
que Fyq py és lliure en {a, b}. Analogament, el digraf de Cayley del grup lliure F,
de rang k respecte a una base és el corresponent arbre infinit 2 x-regular.

A A
>e—> «~— > >
ATA A ATA
e e >o>

A >

A A ATA A
> — > e
ATA A b A AT A
> >
A T a
>;—>o—>e @ o—»A
>T> >
ATA T A A T A
> > > — >

A ATA ATA A

> o> >

>e> >e >
AA T T ATA
>e—> 3 —>e>
A T T A
> >
AT A T ATA
A

FIGURA 3: El digraf de Cayley de F4,p.

Com veurem a la secci6 segiient, el digraf de Cayley dels grups lliures
respecte a una base tindra protagonisme en la teoria d’automats de Stallings.
Concretament, el subgraf definit a continuacio.

DEFINICIO 25. Sigui A un alfabet, i a € A*. Anomenem a-branca de Cayley
de F4 la component connexa de Cay(Fa,A) \ F que conté @, on F és el conjunt
d’arcs incidents a @ excepte ® 2> o (i el seu invers); vegeu la figura 4.
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FIGURA 4: La (a~!)-branca de Cayley de F, p;.

Dedicarem la resta d’aquest article a fer una primera aproximaci6 a I'estudi
del reticle de subgrups de [F,, amb n > 2 finit. I, tal com intuiem més amunt,
ens adonarem de seguida que, efectivament, és extremadament complicat.
D’entrada, presenta certs comportaments que recorden patrons de 1’algebra
lineal i suggereixen que, potser, alguns aspectes no seran tan intricats; pero
gairebé sempre acaba apareixent algun comportament distintiu, sovint de tipus
fractal, que el distancia radicalment d’ambients algebraics més benignes.

Acabem aquesta secci6é proposant un parell de problemes sobre el reticle
de subgrups de F; = F, ) indicatius de la complexitat a la qual ens referim.
Es tracta de problemes molt naturals, analegs a problemes tipics de I'algebra
lineal, que en aquell context es resolen facilment plantejant i resolent sistemes
d’equacions. Només cal endinsar-se una mica en ambdos problemes, com farem
a continuacio, per a copsar la dificultat extra que suposa el fet d’estar tractant
amb grups fortament no commutatius. Convidem el lector a intentar resoldre’ls
abans de continuar llegint, per tal de percebre la complexitat a qué ens referim.
Tot i que en un primer apropament poden semblar dificils de resoldre, veurem
a la secci6 4 que hi ha una manera elegant, eficient i sorprenentment senzilla
de tractar-los: usar la teoria dels automats de Stallings, que expliquem en detall
a la seccio 3.

EXEMPLE 26. Sigui F, el grup lliure sobre A = {a,b} i considerem el sub-
grup H = (v1,v2,v3) < F» generat pels elements v, = baba™!, vo = aba™!,i
v3 = aba?. Es cert que l'element u = b2aba'b’a2b~1a? e F, pertany a H?
I, en cas afirmatiu, sabem expressar-lo com a producte de vy, v», v3 i els seus
inversos?

Per a certes paraules, decidir la pertinenca a H és facil. Per exemple, per a
veure que a® pertany a H, és suficient observar que vz‘lvg =(ab la Y (aba?) =
a3. Un altre argument senzill ens permet deduir que 1’element a no pertany
a H: tant se val com multipliquem v, v2, v3 0 els seus inversos, el a-exponent
(és a dir, el nombre total de a obtingut sumant les d’exponent positiu i restant
les d’exponent negatiu) al resultat sempre sera multiple de 3. En efecte, els
a-exponents dels generadors son |[vi|l, =1-1 =0, |v2lg =1-1=0,1i
lv3lg = 1 +2 = 3; com que |lwiw2lg = |wilag + |w2]q (ja que la possible
cancellacié entre w; i w elimina la mateixa quantitat de a positives que
de a negatives), tots els elements del subgrup H = (v1, V2, v3) han de tenir
forcosament a-exponent multiple de 3.1, com que |a|; = 1 no és multiple de 3,
deduim que a ¢ H.
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Pero en el cas de I'element u = b2aba'b’a2b~'a?, el a-exponent total és
lul, = 0, per tant, no podem descartar-lo usant 'argument anterior. Obviament,
aixo tampoc no ens assegura que hi hagi de pertanyer: no tenim, a priori, cap
indicaci6é de com podem multiplicar entre si les paraules vy, v, v3 i els seus
inversos, per tal d’aconseguir u; ni de si aix0 és realment possible, o no. Si els
elements vy, vy, v3 commutessin, el problema es reduiria a decidir si u és de
la forma vf‘va%’ amb «, B,y € Z, és a dir, si u és una combinacio lineal de v,
V2, v3 amb coeficients enters. Com es pot percebre, pero, la no commutativitat
dels elements vy, v, v3 complica molt el plantejament i la resolucié d’aquest
problema.

La resposta en aquest cas és afirmativa, pero trobar un producte adequat
(que doni u) ja no és tan facil a simple vista:

vivy vy (vivaH7 vy tugtes =

= baba(aba V) 'baba ! (baba l(aba ) Y (aba?®) (aba ') laba?=
= baba 'ab 'a 'baba '(baba lab'a ')’a?b 'alab lalaba® =
=bbaba'b’a*b 'a® = b*aba 'b’a*b 'a® = u.

Evidentment, fer els calculs per comprovar si un determinat producte dels
generadors dona u és facil. Pero trobar, o més encara, decidir I'existéncia d’'un
producte de vil, vi!, vi! que doni la paraula candidata u, no ho sembla
tant.!! Es facil adonar-se que la complicaci6 deriva de com de recargolada
sigui I’eventual expressio (de llargada finita pero arbitrariament gran) del
candidat u en termes dels generadors. A la subseccio 4.2 explicarem una
manera sistematica de resoldre aquest problema.

Preguntes afins amb una evident importancia algebraica sén: és aquesta
I'tnica manera d’obtenir u a partir de vy, vz, v3? Si n’hi ha d’altres, podem
descriure-les totes? Podem calcular la paraula més curta (potser no tinica) que
doni u?...

Observeu que el problema analeg en algebra lineal seria del tipus segiient:
«pertany el vector (1,2, 3) al subespai vectorial ((—1,2,1), (0,1, -3)) de R3?».
Per a respondre, només hem de mirar si el sistema d’equacions (1,2,3) =
x(-1,2,1) + B(0,1,—-3) té o no solucions a R. En 'ambient no commutatiu en
qué ens trobem no coneixem, de moment, cap eina que pugui fer un paper
semblant al que fan els sistemes d’equacions en I’algebra lineal. Com veurem a
continuacio, en el cas dels grups lliures, els automats de Stallings faran aquest
paper.

Per acabar la secci6, us proposem un altre problema que involucra intersec-
cions de subgrups del grup lliure.

11 Almenys a la majoria dels humans (vegeu https://ca.wikipedia.org/wiki/P_versus_
NP).
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EXEMPLE 27. Sigui [» el grup lliure sobre A = {a, b}, i considerem els sub-
grups H = (uj,u2,u3) < F» i K = (vy,v2,v3) < F> donats per les parau-
les us = a'babla,iv, = ab, vo = a3,iv3 = a'ba, u; = b, u» = as.
Com veurem al corollari 66, els subgrups del grup lliure no tenen per que ser
finitament generats. Ho és la interseccio H N K? I, en tal cas, podeu calcular-ne
un conjunt de generadors?

A simple vista ja es veu que 'element a® és present a ambdos subgrups:
a3 =v, € H,ia3 = uy € K. També se’'n veu facilment un altre:

H > uiluouy = b 'a’b = vilvovy €K.

I amb una mica més d’imaginaci6 (o de treball de calcul) aqui tenim un tercer
element de la interseccio:

H>u3=a'ba’b'a = v3vov;! €K.

Com que H N K és un subgrup de F», deduim que (a3,b~'a3b,a 'ba’3b~'a)
esta contingut a H N K. Seguir trobant nous elements a simple vista no sembla
facil; pero la pregunta contraria encara sembla més complicada: és cert que
HnK = {a3 b 'a3b,a 'ba*b~1a)? O cal trobar i afegir-hi més generadors?

El lector interessat pot provar de respondre totes aquestes preguntes per
si sol. Nosaltres, de moment, ho deixarem aqui, i tornarem a tractar aquests
exemples a la seccio6 4, on ja disposarem d’eines adequades per a respondre
totes aquestes preguntes... i més!

3 Automats de Stallings

DEFINICIO 28. Sigui A un alfabet. Un A-automat T (o simplement automat, si
I’alfabet és clar pel context) és un graf dirigit amb els arcs etiquetats en A i
un vértex distingit; més formalment, és una tupla I’ = (V,E,(,7,f,®),on ViE
son conjunts, ¢, T: E— Vi¥: E— A son funcions, i ® € V. Els conjunts V = VI i
E = EI' s’Tanomenen conjunt de vértexs i d’arcs (o arestes dirigides) de I', respecti-
vament, i les funcions ¢, T i £ assignen a cada arc e € E el seu origen t(e) € V, el
seu final T(e) € V,ila seva etigueta £(e) € A, respectivament. Si te = p, Te = q
i £(e) = a, aleshores diem que e ésun a-arc de p aq, i escrivim e = p %> q. El
vertex distingit ® s’anomena vértex base o punt base del A-automat. El digraf
subjacent d’'un A-automat I' és el digraf resultat d’ignorar-ne la funcio6 € i el
punt base e.

Observeu que, segons la nostra definici6, un automat no és necessariament
conney, i admet la possibilitat tant d’arcs amb el mateix origen i final (llacos),
com també de multiples arcs amb el mateix origen i el mateix final (arcs
parallels).

DEFINICIO 29. Sigui I' un A-automat. Un vértex p de I' s’Tanomena saturat si
per a cada lletra a € A hi ha (almenys) un a-arc amb origen p. En cas contrari,
diem que p és insaturat (o a-deficient, si volem referir-nos a I'’etiqueta que
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falta). El a-déficit de I', designat per def, ('), és el nombre (cardinal) de vertexs
a-deficients aI'. Un A-automat I' s’anomena saturat si tots els seus vertexs ho
son, i. e., si def,(I') = O per atot a € A.

DEFINICIO 30. Un cami (dirigit) en un A-automat I' és una sequéncia alternada
finita y = poe1p1---ep;, on p; € VI, e; € EI, te; = p;_1,1 Te; = p; per a
i=1,...,L Aleshores, pg i p; S’anomenen origen i final de y respectivament, i
escrivim pg = t(y) i p; = T(y). Diem que y és un cami de pg a p;, i ho designem
per y: po ~~> p;. Si'origen i el final de y coincideixen, diem que y és un cami
tancat. Un cami tancat de p a p s’anomena p-cami. La longitud d’un cami y,
designada per |y|, és el nombre d’arcs a y (comptant possibles repeticions).
Els camins de longitud 0 s’anomenen camins trivials i corresponen als vertexs
deT.

Recordem que A* = AL AL, on A™! és el conjunt d’'inversos formals de A.

DEFINICIO 31. Un A-automat involutiu és un A*-automat amb una involu-

ci6 e — e~1 als seus arcs tal que si e = p %> g aleshores el = p - g. Ales-
hores, diem que (Parc etiquetat) e~! és I'invers de e. Observeu que (e 1)1 = e;
és a dir, en un automat involutiu, els arcs etiquetats apareixen aparellats amb
els seus respectius inversos (vegeu la figura 5).

FIGURA 5: Un arc en un automat involutiu amb el seu invers puntejat.

DEFINICIO 32. Un arc en un A-automat involutiu I' es diu positiu (resp., negatiu)
si la seva etiqueta pertany a A (resp., A~1). Sanomena part positiva de T,
designada per I'*, 'automat obtingut després d’eliminar de I' tots els arcs
negatius. Es clar que tot automat involutiu queda determinat per la seva part
positiva, que habitualment farem servir per a descriure I'automat, amb el
conveni tacit que els arcs positius p 4> g es poden travessar cap enrere (i. e.,
de g a p) llegint la lletra inversa a~!. Observeu que, identificant els parells d’arcs
mutuament inversos (en una aresta, no dirigida), recuperem la noci6 estandard
de graf no dirigit, que anomenarem graf (no dirigit) subjacent de I'. Farem
servir aquesta correspondéncia per a traslladar a ’ambit dels automats algunes
nocions basiques de teoria de grafs. Per exemple, direm que un automat I és
connex si ho és el seu graf subjacent, direm que T és un arbre generador'?
de I si ho és del seu graf subjacent, i definirem el grau d’un vertex p, designat
per deg(p), com el nombre d’arestes incidents a p en el graf subjacent, i el
rang de I', designat per rk(I'), com el rang del seu graf subjacent (vegeu la
definicié 33). En particular, siT és un automat involutiu, connex i finit, aleshores
rk(I') =1 — #VI + #EI'*.

12 En anglés, spanning tree.
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SiT és un A-automat involutiu, aleshores el A*-etiquetatge de I' s’estén
de forma natural a un (A*)*-etiquetatge dels camins, tot concatenant les
corresponents etiquetes: si y = poe1p: - - - €;p; és un cami, definim la seva
etiqueta, i la seva etiqueta reduida com £(y) = f(e1)---L(e;) € (A¥)*, i
L(y) = L(y) € Fu, respectivament. En ambdos casos, s’entén que l'etiqueta
d’un cami trivial és I’element trivial 1. Si £(y) = w € (A*)* diem que el cami y
llegeix w, o que la paraula w etiqueta el cami y, i escrivim y: pg AR pi.

Es diu que un cami presenta retrocés'? si té dos arcs successius inversos
'un de laltre. Un cami sense retrocés es diu cami reduit. Es obvi que, si £(y)
és una paraula reduida, aleshores el cami y ha de ser reduit, pero el reciproc
no és cert en general, ja que es poden donar les situacions (no deterministes)
de la figura 6. Observeu també que, si T és un arbre generador d'un A-automat
connex I, aleshores per a cada parell de veértexs p, q a I' existeix un unic
cami reduit de p a g usant nomeés arcs de T; l’anonenem T-geodeésica de p a q,
i el designem per yr[p,ql, o simplement per p ~~~ q.

FIGURA 6: Situacions no deterministes al vertex p.

Siy = poeip1 - - - e;p; és un cami en un A-automat involutiu I' (llegint £(y) =
£(e1)- - -L(ey)), aleshores s’anomena cami inversde y a y~!= pleflpl_l- . -e{lpo

(llegint £(y)~! = £(e;) "L - - - £(ep)~Y). Es clar que, també, £(y~1) = £(y) L.

Es el moment de comencar a relacionar els A-autdmats amb els grups.
Potser la manera més natural de fer-ho és a través de la idea topologica de grup
fonamental d’'un graf. Com veurem, si admetem etiquetes a les arestes, aquesta
idea desemboca en la de subgrup reconegut, que, com es mostra a continuacio,
és un subgrup concret de [4, en lloc d'un grup abstracte.

DEFINICIO 33. Siguin I' un graf no dirigit i connex, i p € VI'. El grup fonamental
de T al vertex p, designat per m,(I'), és el conjunt de classes de p-camins
a I modul retrocés, o modul reduccié de camins (que, en el cas dels grafs
vistos com a espais topologics, equival a dir modul homotopia), juntament amb
l'operaci6 de concatenacié de p-camins. Es ben sabut que, independentment
del vertex p triat, 11, (I') és un grup lliure de rang igual al nombre (cardinal)
d’arestes fora d'un arbre generador T de I'; a aquest valor, que no depén de
I’arbre T, 'anomenem el rang (grafic) de I', designat per rk(I'); és facil veure
que, siI és finit, aleshores

1
rk(I) — 1 = #ET —#VI = 5 3 (deg(q) - 2), (6)

on #VI' és el nombre de vertexs i #EI' el nombre d’arestes (no dirigides) de I

13 En angles, backtracking.
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DEFINICIO 34. Sigui I’ un A-automat involutiu i connex, i p € VI. Es facil veure
que el conjunt d’etiquetes reduides de p-camins a T,

(T)p = {L(y) 1 y: p ~> p}, )

és un subgrup de F4; 'anomenem subgrup reconegut per I' al vértex p. El
subgrup (I')e el designem simplement per (I').

OBSERVACIO 35. En general, el subgrup reconegut per un A-automat I' i el
grup fonamental de (el subgraf subjacent de) I' en un vertex p sén conceptes
diferents, pero estretament lligats per 'aplicacio llegir etiquetes reduides:

Or: 0y(T) = (D)p < TFa

_ (8)
[yl = £(y).

Es clar que #r esta ben definit i és un homomorfisme de grups exhaustiu i no

injectiu, en general. Més endavant veurem una condicio sobre T, sota la qual fr
sera injectiu.

La definicié 34 (prenent p = @) determina I’aplicaci6é segiient, que relaciona
els A-automats amb el reticle de subgrups de [F4:

{(classes d’isomorfia de) A-automats} — {subgrups de F4}
T o (D). ©)

Es facil veure que aquesta aplicaci6 és exhaustiva; és a dir, tot subgrup H <[F4 és
el subgrup reconegut per algun A-automat. En efecte, si S = {w;}ic; S F4 ésun
conjunt de paraules reduides que generen H, aleshores considerem, per a
cada w; = a; ai, - - -a; € S (aj € A*), el cicle orientat llegint w; (6 wi‘1 en
direcci6 contraria); anomenat pétal associat a wj, i designat per Fl(w;) (vegeu
la figura 7).

a;
ai 3
2 o———> -
ai, - -
®<. :
. 7/
all a. -« @< -
-1 tlin

FIGURA 7: El pétal Fl(w;).

A continuacié definim 1'automat flor FI(S) com 'automat obtingut després
d’identificar els punts base dels pétals associats als elements de S (vegeu la
figura 8).
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w2

FIGURA 8: L’automat flor Fl(wi,w>,...,wy).

Es clar que les etiquetes reduides dels @-camins de FI(S) descriuen preci-
sament el subgrup H; i e., (FI(S)) = (S) = H < F4. Per tant, 'aplicaci6 (9) és
exhaustiva. Observeu també que (9) esta lluny de ser injectiva ja que, per exem-
ple, diferents families de generadors per a H proporcionen diferents automats
flor, tots preimatge de H per (9).

El resultat clau de Stallings a [50] ens diu que es pot eliminar tota la
redundancia de la representacié donada per (9) (i assolir un tnic representant I
per a cada subgrup H < F4) simplement imposant un parell de condicions
forca naturals sobre els automats involucrats: ésser determinista, i ésser cor.

DEFINICIO 36. Un A-automat I' es diu determinista si de cap dels seus vertexs
no surten dos arcs diferents amb la mateixa etiqueta; és a dir, si per a cada
vértex p € VI, i per a cada parell d’arcs e, e’ sortint de p, £(e) = £(e’) impli-
ca e = e’. (Noteu que un automat involutiu és determinista si i només si de
cap vertex no surten i a cap vertex no arriben arcs diferents amb la mateixa
etiqueta positiva.)

DEFINICIO 37. Un automat involutiu es diu cor!* si tot vértex (i, per tant, tot
arc) apareix en algun e@-cami reduit. El cor d’'un automat involutiu I', designat
per core(I'), és el maxim subautomat cor de I' que conté el punt base. Es clar que
core(T) és un subautomat induit,!> de T (de fet, de la component connexa de I’
que conté @), connex, i que reconeix el mateix subgrup, i. e., (core(I')) = (I').

Observeu que core(I') pot tenir encara un vertex de grau 1 que, en cas
d’existir, ha de ser necessariament el punt base a I'extrem d’'un «pél» penjant
de core(T'). Eliminant aquest eventual péel obtenim el que anomenem cor restrin-
git de T, designat per core* (I') (formalment, el digraf etiquetat obtingut després
d’eliminar successivament tots els vertexs de grau 1 de core(I') i ignorar el
vertex base).

OBSERVACIO 38. Es facil veure que rk(core*(I')) = rk(core(T)) = rk(I') (vegeu
la subseccio 4.6), i que {(core*(I')), és conjugat a (core(I')) = (I'), per a tot
p € V(core*(I')) (vegeu la subseccio6 4.4).

DEFINICIO 39. Un A-automat involutiu es diu reduit si és determinista i cor.

14 En angles, core.
15 Un subautomat és induit si conté tots els arcs (de I’automat original) incidents als seus
vertexs.
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EXEMPLE 40. Principals variants d’automat involutiu i determinista:

e [

r core(I') core*(I')

FIGURA 9: D’esquerra a dreta, un automat determinista no reduit I' (amb
dos pels), el seu cor core(T), i el seu cor restringit core*(T').

Per veure que cada fibra de (9) admet un unic representant reduit adaptarem
un resultat classic de teoria de llenguatges.

DEFINICIO 41. Siguin T = (V,E,(,7,¢,®) i’ = (V,E,(,7’,¥,®) A-automats.
Un homomorfisme (de A-automats) de T a T’ és una funci6 0: V — V' que envia
el punt base al punt base (e0 = @) i tal que, per a cada p,q € Vicada a €
A, si p %> g aleshores p0 %> g0. Habitualment, abusem lleugerament del
llenguatge i el designem per 0: T — I".

PROPOSICIO 42. SiguinT i’ A-automats reduits. Aleshores, (I') < (I} si i només
si existeix un homomorfismeI' — I i, en aquest cas, 'homomorfisme és unic.

PROVA. La unicitat és conseqiiéncia del determinisme de I''. En efecte, suposem
que 61, 0,: T —I" sén homomorfismes, i p € VI un vertex tal que p60; + p6s.
Aleshores les imatges per 0, i 0> de qualsevol cami y: ® ~~> p a I seran camins
a I’ amb el mateix origen, @, i la mateixa etiqueta, £(y), pero diferent final,
pO: + pHy, en contradiccié amb el determinisme de I'”.

[«<] la implicacié cap a I’esquerra és certa sense cap hipotesi addicional
sobre I', T”: si 0: T — I' és un homomorfisme d’automats, aleshores la imatge
de qualsevol @-cami a I' és un @ -cami a I’ amb la mateixa etiqueta, i per tant, la
mateixa etiqueta reduida; per tant, (I') < (I").

[=] Suposem ara que I' i I’ son A-automats reduits amb (I') < (I'’) i cons-
truim un homomorfisme 0: I — I'. Obviament, prenem @0 = @. Per a tot
vertex p + ®, considerem un @-cami reduit y a I' que passi per p:

u v
y:@J\/\/—pr\/\,—>©

(sabem que n’existeix almenys un perque I' és cor). A més, com que I' és també
determinista, tenim que tant u com v séon paraules reduides, i sense cancel-
laci6 entre elles. En particular, uv € (I') i per tant uv € (I'’). Aixo vol dir que
uv és l'etiqueta reduida d'un @ -cami a I’ i, com que I’ és determinista, uv és
també l'etiqueta d'un @'-cami reduit y’ aI”, que podem descompondre com a

’ ; u ;v ’
y:@ NP N> @,
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Definim p0 = p’. Per veure que esta ben definit, sigui ® AR p ~A> @ un altre
®-cami reduit de I' que passa per p, considerem @ BV p”’ ~> @ el corres-
ponent @' -cami reduit a I'’, i vegem que p’ = p”’. Observeu que ® A p A ®
és un e-cami a I' amb possible retrocés a p; si anomenem ¢ el vértex on acaba
aquest retrocés, aleshores tenim

Mzgzl1 @
w pwvd\/\r

— . , u z , .
onu=uuy, z = 2122, U = z; ', i el cami ® ~> q ~~~> ® és reduit. Per tant,
UV = U1U2V, WZ = WZ1Z2 1 U122 han de ser llegibles (sense cancellaci6 entre
sillabes) com a etiquetes de ® -camins reduits a I'":

7 u2 4
ui q ~wsp v
up ’r z2 ’
q ANNNNNNNNNNN>

wﬂ(@
i p// AN q// Zo
Fal
Finalment, pel determinisme de I", és clar, primer que q' = q""' = q”, i després

(tenint en compte que Uy = z; 1y que p’ = p”, tal com reclamavem. Per tant,
0: VI — VI esta ben definit.

Per acabar, vegem que 0 és un homomorfisme d’automats entre I' i I'’. En
efecte, com que I' és cor, donat un arc e = p %> q a I, sabem que existeix un
@-cami reduit a I' que usa I'arc e:

u a v
@ "> p —> q AN @,
Per tant, uav € (I') < (I'") (sense cancellacié entre sillabes). I, per la definicio
de 0, aI’ hi tenim el ® -cami reduit
@ A pl 4> gl A @

En particular, tenim un arc p0 %> g0 aI’, i per tant, 0 és un homomorfisme
d’automats de I a I'’, tal com voliem demostrar. O

Els corollaris segiients son immediats, i capturen exactament la propietat
que perseguim.

COROILARI 43. SiT és un automat reduit, aleshores I'tinic homomorfisme I’ — T
és la identitat. O

COROLLARI 44. Sidos A-automats reduits reconeixen el mateix subgrup, alesho-
res son isomorfs. Es a dir, siT i’ son A-automats reduits, aleshores

() =(I'") T =T".
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Per tant, d’entre tots els A-automats que reconeixen un cert subgrup H < Fy4,
sera suficient triar-ne un de reduit per tal d’obtenir un representant unic, i
restringir (9) a una bijecci6. Vegem a continuacié que aquest representant
reduit sempre existeix, i com es relaciona amb un altre automat naturalment
associat al subgrup H corresponent.

DEFINICIO 45. Siguin G un grup, H un subgrup de G,i S < G un conjunt de
generadors per a G. Aleshores, I’automat de Schreier (per la dreta) de H respecte
a S, designat per Schg(H, S), és el S-automat amb conjunt de vertexs H\G (el
conjunt de classes laterals per la dreta de G modul H), un arc Hg > Hgs
per a cada classe lateral Hg € H\G i cada element s € S+, i la classe lateral H
com a vertex base.

OBSERVACIO 46. Noteu que, si H < G, llavors Schg(H,S) = Cay(G/H,S). En
particular, Schg(1,S) = Cay(G,S).

Donat que d’ara endavant sempre considerarem G = [,, prendrem ha-
bitualment la base A com a conjunt de generadors i escriurem simplement
Schg, (H,A) = Sch(H, A). El A-automat Sch(H, A) té les propietats segiients.

PROPOSICIO 47. Sigui H un subgrup de [ 4. Aleshores,

(i) Sch(H, A) és un A-automat involutiu, determinista i saturat;
(ii) Sch(H, A) és connex;
(iii) (Sch(H,A)) = H;
(iv) cada arc e no pertanyent a core(Sch(H,A)) és un pont de Sch(H,A); és a

dir, Sch(H, A) \ {e} té dues components connexes i, a més, la que no conté ®
és un arbre infinit i saturat excepte al vértex incident a e;

(v) Sch(H, A) no és necessariament cor.

PROVA. L’apartat (i) és immediat de la definici6 d’automat de Schreier (defini-
ci6 45). La connexi6 de Sch(H, A) és conseqiiencia directa del fet que tot ver-
tex Hw esta connectat amb el punt base: en efecte, posant w = aj'aj’ - - - afll
com a paraula en A*, tenim el cami

€1 €2 €3 €l

a; a; aj a
y:®—\> Haj' —*> Haj'ai —%> --- — Hw. (10)

Aix0 demostra (ii). L’apartat (iii) se segueix del fet que el cami (10) és tancat si i
només si Hw = ® = H, és a dir, siinomés si £(y) = w € H.

Per veure (iv) considerem un arc e de Sch(H,A) no pertanyent a
core(Sch(H, A)). Si hi hagués camins, i per tant camins reduits, y i n a Sch(H,A)\
{e}, de ® a te, i de ® a Te, respectivament, llavors yen~! seria un e-cami re-
duit, cosa que contradiu que e no forma part del cor. Per tant, e és un pont a
Sch(H, A). Canviant e per e~! si cal, podem suposar que hi ha un cami y de ®
a te, que no passa per I'arc e. Llavors, si la component connexa de Sch(H, A)\ {e}
que conté Te no fos arbre, hi hauria un Te-cami reduit no trivial &,i yeEe ly~!
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seria un e-cami reduit que passa per e i contradiu un altre cop el fet que e no
pertany al cor. Per tant, la component connexa de Sch(H, A) \ {e} que conté Te
és un arbre; i haura de ser forcosament infinit ja que si no, tindria vertexs de
grau 1, cosa que contradiria el fet que Sch(H, A) és saturat. Com que cada ver-
tex és saturat, aquest arbre és necessariament una branca de Cayley (vegeu la
figura 10).

Finalment, per a veure (v) només cal observar 'automat Sch({b), {a, b}),
dibuixat a la figura 10: un b-lla¢ al punt base @, i dues branques de Cayley

naixent dels dos arcs disponibles al punt base. O
A A
>e> >e>
st o
> o> o> b > oo >
A A I A I A
> > e
b
x a
>o—>@ ® *——>0—>>
A T A
> I T > o>
A A A A
> o> o> > o>
A T A
> o> > o>

FIGURA 10: L’automat de Schreier de (b) < Fyg ;-

De la proposicié 47 és clar que la propietat d’ésser cor és I'inica que li falta
a Sch(H, A) per a ser un automat reduit que reconeix H.

DEFINICIO 48. Sigui H un subgrup de [ 4. Anomenem automat de Stallings de H
respecte a A, designat per St(H, A), el cor de Sch(H, A); és a dir St(H,A) =
core(Sch(H, A)). També definim I’automat restringit de Stallings de H respecte
a A com el digraf St*(H,A) = core*(St(H,A)). Si la base de referéncia A és
clara pel context, habitualment 'ometrem i escriurem simplement Sch(H),
St(H),iSt*(H).

EXEMPLE 49. (La part positiva de) 'automat de Stallings St(F4,A) té un tnic
vertex i un lla¢ etiquetat per cada a € A. Aquest automat s’anomena rosa (de
#A petals), i es designa per B 0 By, on n = #A:

b

FIGURA 11: B3, una rosa de tres pétals.

OBSERVACIO 50. Es clar que, per a qualsevol cardinal n, el grup fonamental de
la rosa de n petals és el grup lliure de rang »; és a dir, e (By) =~ Fy.
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A continuaci6 resumim les propietats principals de 'automat de Stallings i
la seva relacié amb el de Schreier.

PROPOSICIO 51. Sigui H un subgrup de [ 4. Aleshores,

(i) St(H, A) és un A-automat involutiu, determinista, i cor (per tant, reduit);
(i) (St(H,A)) = H;
(iii) St(H, A) és saturat < St(H,A) = Sch(H,A) < Sch(H, A) és cor;
(iv) St(H, A) no és necessariament saturat;

(v) Sch(H, A) consisteix en St(H, A) amb una a-branca de Stallings adjacent
a cada vertex a-deficient de St(H,A), ona € A*;

(vi) I'index |F 4 : H| és finit si i només si St(H,A) és saturat i #VSt(H,A) < oo,

PROVA. L’apartat (i) és immediat de la definici6 d’automat de Stallings (defini-
ci6 48), mentre que (ii) se segueix de la mateixa definici6 i 'observacioé 38.

Per a veure (iii) només cal recordar que Sch(H) és sempre saturat, St(H) és
sempre cor, i St(H) = core(Sch(H)). Per tant, (iv) és conseqiiéncia de la propo-
sicio 47(v).

(v) Si p és un vertex a-deficient de St(H), I'arc de Sch(H) llegint a des
de p no pertany a St(H) i aleshores el resultat reclamat no és més que una
reinterpretaci6 de la proposicié 47(iv).

(vi) Recordem que |F4 : H| = #VSch(H, A). Si St(H) és saturat i té un nombre
finit de veértexs, aleshores |F4 : H| = #VSch(H, A) = #VSt(H,A) < o, on hem
usat I'apartat (iii) a la segona igualtat. Reciprocament, suposem |F4 : H| < oo:
per una banda #VSt(H,A) < #VSch(H,A) = |F4 : H| < o0; i per una altra, si
St(H, A) fos insaturat, (v) implicaria que Sch(H, A) té arbres infinits penjant de
tots els veértexs insaturats, cosa que contradiu que #VSch(H,A) = |F4 : H| <
00, O

Es convenient tenir present que, com a conseqiiéncia de la teoria desen-
volupada, les propietats (i) i (ii) de la proposicié 47, i la propietat (i) de la
proposicio 51, caracteritzen, de fet, els respectius tipus d’automats.
COROILLARI 52. Siguil un A-automat involutiu i determinista. Aleshores:

(i) siT és saturat i connex, aleshoresT ~ Sch({I'), A);

(ii) siT és cor, aleshoresT =~ St({I'), A). O

Disposem ja de tots els ingredients necessaris per a establir la bijeccié que

buscavem entre A-automats i subgrups de [F,4, tot restringint (9) al domini
adequat.

TEOREMA 53 (J. R. STALLINGS [50]). La funcio

{(classes d’isomorfia de) A-automats reduits} — {subgrups de [}

T s (I) (11)

és una bijeccio, amb inversa St(H, A) <+ H.
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PROVA. Les dues aplicacions estan ben definides: en efecte, per a tot I, (T') és
un subgrup de [Fy4; i, gracies a la proposicié 51(i), per a tot subgrup H < [,
St(H,A) és un A-automat reduit. I son una inversa de I'altra: per la proposi-
ci6 51(i), (St(H,A)) = H i, com que I és reduit, St({I'), A) =T, a conseqiiéncia
del corollari 44. O

El pas segilient és garantir el caracter computacional de la bijecci6é (11),
que sera fonamental per als nostres interessos. Veurem que els subgrups
finitament generats corresponen precisament als A-automats reduits finits i
que la conversi6 entre ambdos és algorismica. Trobarem meétodes eficients per
a computar les dues direccions de la bijeccié (11): (a) donat un A-automat reduit
i finit I', calcularem explicitament un sistema de generadors finit de (I') (millor
encara, en calcularem una base, i demostrarem de passada que (I') sempre
torna a ser un grup lliure); i (b) donat un sistema de generadors finit de (I'),
construirem el seu automat (finit) de Stallings St(H, A).

PROPOSICIO 54. SiguiT un A-automat involutiu i connex, sigui T un arbre gene-
rador deT, i considerem

St ={we:e € E'T\ET} € (I') < Fgu, (12)
onwe = L(® A o €5 0 A ®). Llavors,
(i) St és un sistema de generadors per (I');

(ii) siT és determinista, aleshores (I') és un grup lliure i St n’és una base; en
particular, el rang algebraic tk({I')) i el rang grafic rk(I') coincideixen;

(iii) siT és reduit, aleshores (I') és finitament generat si i només siT és finit; i
en aquest cas, rk({I')) = 1 — #VI + #E*T.

PROVA. (i) Sigui w € (I'), i expressem-lo com a w = ?(y), per a cert @-cami
reduit y aI. Si distingim les visites de y a arcs fora de T, podem escriure

eil T eZZ T T eil
y:@wo—»ow\»o—»owo---owo—»ow\»@,
onej,...,e; € E*T'\ ET (amb possibles repeticions) i €; = =1. Observem ara
que y té la mateixa etiqueta reduida que el cami ampliat
€1 €2 €l
7 € T T € el T
y @ NN> 0 —> 0 "N >@ N> —> 0 AN>@ @ NN —> 0 N>, (]_3)

Per tant, w = £(y) = L(y') = we we? - - - we! € (St).

(ii) Suposem ara, a més, que I' és determinista. Demostrarem que St és, de
fet, una base de (I') i que, per tant, (I') és un grup lliure. Es suficient veure
que qualsevol paraula reduida no buida en St representa un element no trivial
de F4. En efecte, sigui w = welwe? - --wel,amb [ > 1, eq,...,e; € E*T \ ET
(amb possibles repeticions), i tal que no hi ha dos factors successius inversos
I'un de l'altre, i. e., e; = e;,1 implica €; = €;.1. Aleshores,

377 — 1 €14,,€2 €]
w—WQ1WQ2 "t 'Wel

_ €1 €2 €1
T e T T €
:#(@N\»o—»ow@%o—»ow@---@wo—»ow@)
€1 €2 €l
T € T Sh) T T € T

:?(@J\/\»o—»owo—»owo---owo—»ow@)_
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Pero aquest ultim @-cami és no buit (I = 1), i reduit (donat que els arcs ef."
estan tots fora de T, i dos de consecutius mai no presenten retrocés). Com
que I' és determinista, aix0 significa que w + 1, com voliem demostrar. Per
tant, St és una base de (I') i el rang algebraic i el rang grafic coincideixen,
rk((I')) = #St = rk(I').

(iii) Finalment, suposem que I' és reduit. Si I és finit, llavors #(E*T'\ET) < oo i
(T') és finitament generat. Reciprocament, si I' = core(I') té rang finit, aleshores
és finit (ja que, afegint un nombre finit d’arcs a un arbre infinit, no resulta mai
un cor). I en aquest cas, rk({I')) = rk(I') = 1 — #VI' + #E*T. La demostraci6 esta
completa. O

EXEMPLE 55. Considereu 'automat determinista segiient, i I'arbre generador T
format pels arcs horitzontals (representats amb trac més gruixut).

kt)@—a>/03.—>©

D’acord amb la proposicié 54(ii), el subgrup (I') reconegut per I' és lliure
amb base el conjunt St = {b,a3,a’bab~'a~?} i, per tant, de rang 3.

El segiient resultat fonamental, demostrat primer per J. Nielsen, per a
subgrups finitament generats, i uns anys més tard per O. Schreier, amb total
generalitat, se segueix ara de manera transparent de la teoria de Stallings.

TEOREMA 56 (TEOREMA DE NIELSEN-SCHREIER, [40, 45]). Tot subgrup d’'un grup
lliure és lliure.

PROVA. Pel teorema 53, tot subgrup H < F4 és de la forma H = (St(H, A)); i,
per la proposicié 54, és lliure. O

Finalment, situem-nos en el cas finit, i busquem un algorisme eficient per
computar els dos sentits de la bijeccié (11). El calcul d’'una base del subgrup
reconegut per un A-automat reduit i finit I' és directe de la proposicié anterior:
calculem un arbre generador T deT i, per a cada arc e € E*T \ ET (n’hi ha un

. ; > T T
nombre finit), calculem la paraula reduida we = £(® ~~> ¢ £> ¢ ~n»> @). Per la
proposici6 54(ii), St = {we : € € E*T' \ ET} és una base de (I') < [F4.

Per a computar la direccié contraria, donat un subgrup H < [, (mitjancant
una familia finita S de generadors, que podem suposar paraules reduides), hem
de trobar una manera efectiva de calcular St(H, A); o, el que és el mateix, una
manera de calcular un A-automat I' que sigui involutiu, reduit, finit, i que reco-
negui (I') = H. Ja coneixem un A-automat, molt facil de construir, i que gairebé
compleix totes aquestes condicions: I'automat flor FI(S) és involutiu, cor, finit,
reconeix (FI(S)) = (S) = H, i és determinista excepte potser al vértex base ® (ja
que els diferents elements de S poden comencar o acabar amb la mateixa lletra
de A*). Per a «reparar» I’eventual no determinisme de FI(S), necessitem un
procediment que converteixi un A-automat finit en determinista (sense perdre
les altres propietats); el desenvolupem a continuacio.
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DEFINICIO 57. Sigui I' un A-automat involutiu; i siguin e; i e» dos arcs de T
que violen el determinisme, i e., que compleixen te; = tey, £(e1) = £(ep),
perd e; # e>. Anomenem plegament (elemental) de Stallings,'6 i el designem
per I' ~ I', la transformaci6é consistent a identificar els arcs e; i ey (i els
seus corresponents inversos) a I'. Si els arcs e; i e no s6n parallels (i. e., si
Te; + Tey), direm que és un plegament obert; i en cas contrari, direm que és
un plegament tancat (vegeu la figura 12).

FIGURA 12: Un plegament obert (esquerra) i un de tancat (dreta).

Un senzill recompte de vertexs i arcs proporciona el resultat segiient, que
sera rellevant més endavant.

OBSERVACIO 58. SiT és finitiT' ~ I’ és un plegament elemental de Stallings,
aleshores:
rk(T’) sil ~ I" és obert,

rk(I") = {rk(l") —1 sil ~ I és tancat. (14)

Es clar que els plegaments de Stallings no modifiquen el subgrup reconegut.

LEMA 59. SiT ~ I" és un plegament de Stallings, aleshores (I") = (T'). O

Llavors, si I' és un A-automat involutiu, finit, reconeixent H, el procés de
Stallings per a convertir I' en determinista és com segueix: siT ja és determinista,
no cal fer res; en cas contrari, detectem successivament possibles plegaments
(oberts o tancats) i els realitzem fins que no en quedi cap de disponible,
és a dir, fins a obtenir un automat determinista. Observeu que realitzant
un plegament podem provocar-ne de nous i fins i tot augmentar el nombre
de plegaments visibles a fer. Malgrat aixo, esta garantit que arribarem a una
situacié determinista amb un nombre finit de passes ja que I'automat inicial I és
finit, i en cada plegament el nombre d’arcs decreix exactament en una unitat. Un
cop arribem a un A-automat determinista, prenem el cor i designem per I el A-
automat reduit resultant. Observeu que, pel lema 59 i I'observaci6 38, (I'") = (I').
I pel corollari 44, I'" ha de ser (isomorf a) 'automat de Stallings St(H, A). El
procés descrit s’anomena (una) seqgtiéncia de plegaments de Stallings per a I’:

[=To 241 £ ... 221, 9 core(T,) = St(H, A).

16 En angleés, stallings folding.
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Observeu que hi pot haver, en principi, diferents plegaments —i per tant, dife-
rents seqieéncies de plegaments— disponibles a I'. Ara bé, com que 'automat
final és reduit, el corollari 44 ens garanteix que I'objecte final obtingut sera
sempre el mateix (modul isomorfisme), independentment de la seqtiéncia de
plegaments seguida.

Construint una seqiiéncia de plegaments de Stallings per a l'automat
flor FI(S), obtenim una manera efectiva de calcular St(H, A) a partir de qual-
sevol conjunt de generadors finit S per a H. No és dificil demostrar que, en
aplicar una seqiiéncia de plegaments de Stallings a I'automat flor FI(S) d’'un
conjunt S de paraules reduides, cap dels plegaments de la seqiiéncia no trenca
el caracter cor de 'automat inicial i, per tant, no és necessari realitzar el pas
final de prendre el cor:

FIGS) =T 24 1y 22 ... 221, = St(H, A).

Observeu finalment que el resultat de la seqiiéncia de plegaments, St(H, A),
depén canonicament del subgrup H i, per tant, també és independent del sistema
de generadors finit S de H amb qué haguem comencat el procés (mentre que
FI(S) en depén fortament). Aixo conclou la computacié de la bijeccid (11).

Incorporant a ’enunciat del teorema 53 els resultats que acabem de demos-
trar, obtenim el teorema principal d’aquesta seccio.

TEOREMA 60 (J. R. STALLINGS [50]). La funcio

St: {subgrups de Fo} — {(classes d’isomorfia de) A-automats reduits} (15)
H — St(H,A)

és una bijeccio, amb inversa (I') <+ T. A més, els subgrups finitament generats
corresponen precisament als automats reduits finits i, en aquest cas, la bijeccio
és computable en ambdos sentits. O

EXEMPLE 61. Siguin [F; el grup lliure sobre A = {a, b}, S = {u,u,usz} < k>
i H=(S)<TF, el subgrup generat pels elements u; = a3, u, = abab™!, i
u3 = a~'bab~!. Per obtenir una base (i, per tant, el rang) de H, calcularem
primer St(H, A). Comencem construint 'automat flor Iy = FI(S), i anem fent
plegaments fins a obtenir I'automat de Stallings St(H, A): a la figura 13 teniu
una possible seqiiéncia de Stallings Ip ~ I1 ~ I ~ I3 ~ Iy ~ I5 ~ I§ =
St(H), tot indicant, en cada pas, amb trac gruixut, els arcs que es pleguen al
pas segiient (observeu que el primer pas séon en realitat tres plegaments fets
simultaniament):

Finalment, prenent ® 25 o com a arbre generador de St(H), la proposi-
ci6 54(ii) ens diu que {a,bab~'} és una base del subgrup H; en particular,
rk(H) = 2.
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Io = FI(S)
F1 rZ

\A/Q/J [ \_ﬁ

Cp%}é'\\j‘@

FIGURA 13: Una seqiiéncia de plegaments de Stallings pel subgrup H =
(a3, abab™!, a'bab') < Fygp;.

Tornem per un moment al morfisme #r definit a (8). Déiem més amunt que
no era un morfisme injectiu, en general. I, efectivament, pel A-automat Iy =
FI(S) de 'exemple anterior (al vertex base ®) no ho és ja que 116 (Iy) és un grup
Iliure de rang rk(Iy) = 1 — #VIp + #E Iy = 1 — 9 + 11 = 3 = #S, mentre que
(Ip) = (S) = H és un (sub)grup (de F4) lliure de rang 2. Aixo vol dir que els
tres generadors inicials u;, uy, uz de H no so6n base de H, és a dir, no son
independents; per tant, hi ha d’haver un producte reduit i no buit d’ells i els
seus inversos que doni I'’element trivial, w(u, uz, u3) = 1. Aixo és, exactament,

la contrapartida algebraica del fet grafic que #r no sigui injectiu: hi ha un
element 1 + [y] € me(Iy) (i. e., un @cami reduit i no buit al A-automat flor Ij)
tal que £(y) =1 (i. e., que llegeixi l’etiqueta reduida trivial). Fent calculs veiem,
per exemple, ugug u{ uzug uf uzug = 1. Podem anar encara una mica
més enlla en aquest parallehsme entre algebra i geometria, i quantificar la

no injectivitat del morfisme Ui To(T) = (T) < Fa, [yl €(y), des dels dos
punts de vista: una manera algebraica de fer-ho és mirant el nombre minim

de generadors de ker(fr) com a subgrup normal de 71¢(I'); com veurem a
continuacio, la contrapartida grafica és el nombre de plegaments tancats que
apareixen en una (i, per tant, en qualsevol) seqiiéncia de plegaments de Stallings
deI aSt(H,A).

OBSERVACIO 62. SiT és determinista, llavors fr és injectiu. O

Es clar que la pérdua de rang grafic en qualsevol seqiiéncia de Stallings
per un A-automat finit I' és precisament el nombre de plegaments tancats, ja
que els plegaments oberts no alteren el rang, i els tancats el redueixen en una
unitat (vegeu I'observacio 58). Es pot usar un argument geomeétricalgebraic per
a demostrar que aquest nombre també coincideix amb la quantitat minima
de generadors de ker(¥r) com a subgrup normal de 176 (I') (per raons d’espai,
ometem els detalls tecnics d’aquesta demostracio).
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PROPOSICIO 63. SiguiT un A-automat involutiu, connex, i finit, que reconeix el
subgrup H < F4, i sigui

reun 22 ... 22, 9 core(T,) = St(H, A) (16)

una seqiiéncia de plegaments de Stallings per aI'. Aleshores, els tres nombres
segtients coincideixen:

(a) el nombre de plegaments tancats a (16);
(b) Tk(T') — rk(St(H,A));

(c) el nombre minim de generadors de ker(ﬁr) com a subgrup normal de 11¢(I').

Per tant, aquest nombre és independent de la seqtiéncia concreta de plegaments
i només depen deT.

Aquest valor —independent de la seqiiencia concreta de plegaments i només
dependent de I'— s’anomena la pérdua de I', designada per loss(I'). Podem
ampliar aquesta definicio per a cobrir A-automats infinits de la manera segiient:

DEFINICIO 64. Sigui I un A-automat involutiu i connex. Definim la pérdua
de I, designada per loss(I'), com el suprem (que pot ser oo, siT és infinit) del
nombre de plegaments tancats, pres sobre el conjunt de totes les seqiiéncies
(finites) de plegaments de Stallings comencant a I'.

Observeu que si I' és finit les tals sequiencies de llargada maximal son,
precisament, les que acaben en un I'), determinista; i com que core(I,) = St({I')),
totes elles tenen el mateix nombre de plegaments tancats, per la proposicio 63.
Per tant, en el cas finit, el suprem a la definici6 de loss(I') és un maxim, i es
pren sobre totes les seqiiencies de plegaments de Stallings comencant a I’

Acabem la seccié amb un exemple per a illustrar que el canvi de la base
de referéncia pot canviar drasticament I’aspecte de I'automat de Stallings. De
fet, entendre com es comporta la funcié St(H, A) — St(H,B) (on A, B son bases
de F) és un dels grans reptes encara per aclarir de la teoria de Stallings.

EXEMPLE 65 (EXEMPLE 2.2 A [34]). Sigui F3 un grup lliure amb base A= {a, b, c}
i sigui H = (ab,acba). Es facil veure que B = {a’,b’,c’} és també una ba-
sede F3,ona” =a, b’ = ab,ic’ = acba. Els automats de Stallings de H
respecte de A i B estan representats a la figura segiient.
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4 Aplicacions

En aquesta secci6 presentem algunes de les aplicacions més rellevants de la
teoria dels automats de Stallings, desenvolupada a la secci6 3. Comencarem
amb alguns teoremes classics sobre els subgrups del grup lliure que emer-
geixen de forma natural —de vegades com a simples reinterpretacions— dels
resultats de la teoria de Stallings, i anirem progressant cap a aplicacions més
elaborades, com ara el problema de la intersecci6, font d'una de les qiiestions
més famoses del darrer segle en teoria geometrica de grups.

4.1 Estructura dels subgrups

Tal com hem vist a la secci6 3, una de les primeres aplicacions del teorema de
Stallings (teorema 60) és el teorema de Nielsen-Schreier (teorema 56). Fixeu-vos
que la bijeccio (15) ens permet no només garantir que tots els subgrups d’un
grup lliure son, de nou, lliures, sin6é també descriure exactament (les classes
d’isomorfia de) els subgrups d'un grup lliure donat: com que d’automats de
Stallings sobre un alfabet de dues lletres n’hi ha de qualsevol rang fins a
numerable (inclos), la descripcié segiient se segueix immediatament.

COROLLARI 66. Sigui [, el grup lliure de rang k € [2,R¢]. Aleshores, per a tot
cardinal p € [0, Ro] existeix un subgrup H < [ tal que H = F,. O

En particular, subgrups de qualsevol rang finit i, fins i tot, de rang infinit
numerable poden aparéixer com a subgrups de [F»; a continuacié presentem
dos exemples classics d’aquest fet. Aquest és un comportament radicalment
diferent del de I'algebra lineal (un K-espai vectorial de dimensio n només conté
subespais de dimensions 0, 1,..., 1), que confereix al reticle de subgrups d’'un
grup lliure un cert caracter fractal.

EXEMPLE 67. Sigui Fyzp; = (a,b | —) un grup lliure de rang 2. Aleshores, la
clausura normal de b, designada per (b)), és un subgrup de [y, ;; de rang
infinit amb automat de Stallings (de rang infinit) St({(b))) representat a la
figura 14. Prenent com a arbre generador el marcat amb trac gruixut (de fet,
"inic possible) obtenim la base {akba =% : k € 7}.

90 Q000099 .

FIGURA 14: L’automat de Stallings de (b)) < Fap}-

EXEMPLE 68. Un altre exemple tipic és el commutador H = [Fiap}, Fiap;] <
Fia,p}, L €., el subgrup normal de Fy, 5} generat per tots els elements de la for-
ma [v,w] = v 'w lvw,amb v,w € Fy,p;. El subgrup H té rang infinit ja que,
com tots els subgrups normals, el seu automat de Stallings St(H) = Sch(H)
és el digraf de Cayley del grup quocient Fy, 3 /H ~ 7?2, respecte dels genera-
dors {[a], [b]}, i e., respecte de la base canonica de Z2: la graella bidimensional
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infinita, amb els arcs horitzontals etiquetats per a, i els arcs verticals etiquetats
per b; vegeu la figura 15. Proposem al lector descriure una base del commuta-
dor H a partir del vostre arbre generador preferit.

e
=
e
o

>—>0——>0——> >
>0——>0—>0—> >
A A A A A

FIGURA 15: L’automat de Stallings del commutador [Fgp}, Fia,p;]-

4.2 El problema de la pertinenca

En aquesta seccio estudiarem el problema de la pertinenca en grups lliures i
hi donarem una soluci6 general. A continuaci6 I’enunciem en general per a un
grup finitament presentat G = (A | R).

PROBLEMA DE LA PERTINENCA A G = (A | R), MP(G). Donada una familia fini-
tau,v,..., Vg de paraules en els generadors de G, decidir si (I'element g € G
representat per) u pertany al subgrup (vi,...,Vk)c < G; i, en cas afirmatiu,
trobar una expressio per a uw com a producte dels v;".

Situem-nos al grup lliure F4; els elements u, vy,...,Vx son paraules (que
podem suposar reduides, ja que la reducci6 és trivialment algorismica) en
I'alfabet A, i hem de decidir siu € H = (vq,...,Vk).

A tal efecte, primer calculem 'automat de Stallings St(H) tal com hem vist
a la secci6 anterior: construim I'automat flor, FI(S), de petals S = {vy,..., vk},
i anem fent plegaments successius (en qualsevol ordre) fins a obtenir St(H),

FICS) =Ty ~T1 ~ --- mrpflmrp=st(H). (17)

Per les propietats (i) i (ii) a la proposicié 51, sabem que St(H) és un automat
determinista que reconeix el subgrup H. Per tant, u € (H) si i només si podem
llegir la paraula reduida 1 com a etiqueta d’algun @-cami a St(H). Pero, gracies
al determinisme de St(H), aix0o és molt facil de comprovar: comencant a e,
anem resseguint 1'anic possible cami etiquetat amb les lletres consecutives
de u = aj'ag - - afll; si en un determinat punt no podem llegir la lletra se-
giient, deduim que u ¢ H; si podem completar la lectura de # amb un cami
que no acaba a @, deduim igualment que u ¢ H; i finalment, si completem la
lectura de u mitjancant un cami tancat que retorna a @ (i. e., un @-cami), con-
cloem que u € H. Donat que aquest procediment cobreix tots els desenllacos
possibles, aixo ens permet decidir algorismicament si u € H.
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La segona part de I’algorisme consisteix a suposar que la resposta és afir-
mativa (i. e., que u € H i tenim aquesta paraula realitzada com l'etiqueta d'un
@-cami reduit y a 'automat St(H)), i buscar una manera efectiva d’expressar u
en termes dels generadors originals vy, ..., Vk. De passada, entendrem quan
aquesta expressio és unica i quan no. La idea és la segiient: anomenem y, = y
i 'anem elevant enrere, plegament a plegament, al llarg de la seqiiéncia de
plegaments usada per a calcular St(H), fins a obtenir un e-cami reduit y, a
I'automat flor FI(S) = Ij:

FIS)=Ty ~ IT ~ --- /Nrp_l ml“,g = St(H) (18)
Yo <4 Y1 <4 2 H Yp-1 <4 Yp =Y.
Per una banda, gracies a la forma de ’automat FI(S), aquest ultim cami yy no és
res meés que una successio de pétals o petals inversos, és a dir, un cami reduit
amb etiqueta no necessariament reduida a (A*)*, pero igual a una paraula
reduida en vfl, R v,fl. Per altra banda, farem 'elevacio6 y;,; — y; a través de
cada plegament elemental de manera que el resultat sigui un cami reduit amb
etiqueta £(y;) = u; no necessariament reduida, pero tal que u; = u; és a dir,
representant el mateix element que u a [F4. Per tant, el procés d’elevacio de y
produira una sequiéncia de paraules u = Uy, up-1,..., U1, Uy € (A*)*, totes
amb etiqueta reduida igual a € [, introduint una o diverses cancellacions a
cada pas, de manera que U sigui I'etiqueta d'un ®-cami reduit de FI(S), és a
dir, un cert producte dels vfl, que és el que estem buscant.

Fixem-nos, doncs, en un dels plegaments elementals I; ~ I;;; de la seqiien-
cia (17), considerem un e-cami reduit y; 1 a i1 (@mb w1 = £(yir1) € (A*)¥),
i estudiem com fer-ne I'elevacié a I;. Permutant i invertint lletres de A si
cal, podem suposar que el plegament elemental en qiiestié consisteix en la
identificaci6 de dos arcs diferents, diguem-ne e; i ey, tals que te; = tep i
L(e1) = {(e2) = a; vegeu la figura 12.

Observeu que els automats I i ;1 sOn identics excepte en els dos arcs e;
i e (que son diferents a I i estan identificats a I;;1), i excepte potser en els
vertexs q; = Tey i qp = Tep (que son iguals a I, i potser diferents de I;). Si
a1 =1, q2 el plegament és obert, i en cas contrari tancat. Aix0 és independent
del fet que el vértex p = te; = tep coincideixi o no amb q; i/o amb q» (és a dir,
que e; i/0 e siguin o no llacos); aquesta possibilitat complica la visualitzacio
del procediment que farem, pero no afecta els arguments. Distingim dos casos.

e Cas 1:T; ~ Tit1 és obert (i. e, q1 #1; q2). Sigui k > 0 el nombre de visites
del cami reduit y;,; al vertex identificat q; = qg»; cadascuna d’aquestes
visites s’anomena critica si y;;, arriba a q; = g2 per un arc incident a q;
en I; i en surt per un d’incident a q» (o viceversa). Es evident que cada
segment y de y;;; entre visites critiques consecutives a q; = g s’eleva
al cami idéntic y de I; (entenent que cada visita a I'arc plegat e; = e»
cal substituir-la per e; 0 e> segons quins siguin els arcs adjacents a yj;1;
observeu que només hi ha una possibilitat). Aixo ens dona una eleva-
ci6 de y;;1 a un «e-cami» de I; amb la mateixa etiqueta u;.1, pero amb



Automats de Stallings 39

una discontinuitat (saltant de g; a g, 0 viceversa) per cada visita critica
de y;1 al vertex q; = g2. Aquest problema el podem resoldre facilment
intercalant el segment eflez (0 e, le,) per cadascuna de les visites criti-
ques, i obtenim aixi el @-cami reduit y; a I;. A més, com que l'etiqueta
d’aquests segments afegits és sempre a~'a, I'etiqueta u; = £(y;) sera
£(yis1) = uis1 amb k' segments a~!a intercalats en les posicions de les
k' < k visites critiques a q; = qp; en particular, u; = U;;1 € Fa.

Cal esmentar una possibilitat degenerada que pot ocorrer quan @ = q; =
g2 aljs1 (i, posem per cas, ® = q; aI;j). En aquesta situacio, el @-cami y;;
pot comencar (resp., acabar) amb un arc e incident a gy: en aquests casos,
cal afegir el segment e[leg (resp., eglel) al comencament (resp., final)
de y; per tal que I'elevacié realment comenci (resp., acabi) a ® € Ij.

o Cas 2:T; ~ Tj41 és tancat (i. e., q1 =1, q2). La noci6 de visita critica al
vertex q; = (o no té sentit ja que ara q; = g també a Ij, i 'elevacio
de y;,1 es pot fer d'una tirada (com si tot y;;; fos un sol segment entre
visites critiques): només cal considerar el mateix @-cami a I utilitzant
només un qualsevol dels arcs plegats. Es més, hi ha infinites possibles
elevacions de y;,1 (a @-camins reduits de I llegint £(y;.1)): per cada facto-
ritzacioé y;.1 = y'ry”,iper cada cami reduit y’" derap = te; = te; (resp.,
aq = Te; = Tep), podem elevar y; ;1 coma y'ry’’p(ejqe; )kp(y’””’)Iry”

(resp., y'ry”’q(e7 pe2)*q(y””’)'ry”’), on k € Z \ {0}. Es pot veure que

aquesta és la familia de totes les elevacions possibles de y;,; a ®camins

reduits de I llegint ;1 € Fa.

Tot aquest procediment demostra el resultat segiient.

TEOREMA 69. El problema de la pertinenca per a grups lliures, MP(F 4), és reso-
luble. O

Podeu veure illustrat aquest metode grafic amb la resolucié de 'exemple
segiient. Proposem al lector el seguiment d’aquest mateix metode per deduir
la paraula vy v; vy (v1v5 1) 7v3 vy tus, que a exemple 26 ens ha permes d’ex-
pressar u en termes de v, v2, V3 (sense explicar-ne ’origen).

EXEMPLE 70. Sigui F» el grup lliure sobre A = {a,b} i considerem el sub-
grup H = (v1,v2,v3) < F» generat pels elements v = a®, vo = abab™!, i
v3 = a-lbab~!. Decidiu si'element u = a € F» pertany a H i, en cas afirmatiu,
expresseu-lo en termes de vy, v, V3.

Per comencar, construim I'automat St(H), a partir del conjunt de gene-
radors {v1, V2, v3}; aixo esta fet a 'exemple 61; vegeu la figura 13. Obser-
veu que el primer pas F ~~ I} sOn en realitat tres plegaments elementals
simultanis (no ens caldra distinguir-los entre ells). Noteu també que tots els
plegaments d’aquesta seqiiencia son oberts excepte un, Iy ~ I5, que és tan-
cat perque identifica dos a-llacos en un de sol. D’aquest procés deduim que
H = (v1,v2,v3) = {(a,bab™1); o, millor encara, que {a,bab~1} és una base
de H (corresponent a I’arbre maximal @ — o de Ig).



40 Jordi Delgado i Enric Ventura

D’aqui veiem clarament que a € H, ja que és 'etiqueta del e-cami ys = a;
de I's = St(H), assenyalat al dibuix amb una linia discontinua de color gris:

Al a-llac incident a ® (i. e., I'inic arc travessat per yg) ’hem anomenat aq;
ens referirem als diversos arcs dels automats I de la seqiiéncia de plegaments
amb la lletra de les seves respectives etiquetes (a per a les blaves, i b per a les
vermelles) i uns certs subindexs que anirem definint dinamicament; als arcs no
usats no els assignarem cap nom.

Com a primer pas, elevem el cami yg a través de 1'altim plegament I5 ~ I§:
com que yg no visita el vertex identificat, s’eleva al ®-cami ys = a; de I5 (on,
amb un petit abus de llenguatge, tornem a dir a; a I’arc corresponent de I5):

Observeu ara el plegament Iy ~ I5, que és tancat; per mantenir una notacio
coherent, anomenem a; i a2 els dos a-llacos de I’y que es pleguen en a;. Per
elevar ys a 'automat Iy, la manera més senzilla és usant un dels dos a-llacos
plegats, per exemple, y4 = aq1:

(Hi ha, pero, altres maneres de fer-ho, ys = a2, ya = aualzaﬁl, Ya =
aua{zlau, etc). El pas segiient és I’elevacio a I3: designem per a1 i aizp
els dos a-arcs de I que es pleguen sobre ai», i elevem el cami y; a y3 =
a116lI212d1211

Anomenant ai»1;1 i a1212 els dos arcs de I» que es pleguen sobre aj»1, el
z -1 -1 .
cami y3 s’elevaal> coma y, = a11a1211a12124122a1211:
Y2




Automats de Stallings 41

El pas segiient és elevar y, al; comay) = a111a1211a1212@12207 12011141211

Finalment, si designem per a», by, i b, els arcs de I encara no usats, i
mantenim el conveni de notaci6 per als arcs corresponents de Iy = ‘F, podem
elevar y; a

Yo = ainb bilbioass by R SR by -

0 1110214210171 01209, Dy A1211A71212A12241124111021

-1 11,1
. a21b11 b12a22 bzz aizii-

Assenyalant amb paréntesis les visites completes a cada pétal o pétal invers
(marcades per les visites de yo a ®) obtenim I’expressié desitjada de u = a en
termes de vy, V2, V3.

(abab YY(ba 'bla)(@a'ata ') (abab ') (ba ‘b la) =
vovg tvylvpug L

a

Com hem comentat més amunt, les elevacions a través de plegaments oberts
son uniques, pero l'elevacio de ys a través del plegament tancat Iy ~ I5 té
diverses possibilitats (que acabaran en resultats diferents, i. e., en expressions
alternatives de u = a en termes de vil, vy, vil). Convidem el lector a prendre
y4 = a12 en lloc de y4; = aq1, i a calcular la seva elevacio fins a Iy per obtenir la
nova expressio a = (a 'bab~')(ba 'b~'a"')(aaa) = v3v;v;.

El fet de poder obtenir a en termes de vi!, vi!, vi! de dues maneres
diferents, vov3 vy vovs! = a = v3v;tuy, ens confirma el fet que {vy, vz, v3}
generen H, pero no son un conjunt lliure (vegeu la definici6 2). Dit d'una altra
manera, v2v; vy vovs v lvavg !t = 1 és una relacio no trivial entre els tres
generadors v, v2, v3 de H.

4.3 Generadors, bases i rang

Comencem recordant que la proposicié 54 garanteix la computabilitat d'una
base per qualsevol subgrup de F4 a partir d'un conjunt finit de generadors.
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COROLLARI 71. Si § és un conjunt finit d’elements d’'un grup lliure [ 4, aleshores
una base (i, per tant, el rang) de (S) < [, és computable. Més concretament,
rk({S)) =1 —#VI + #E'T, onT = St((S)).

Molts altres resultats fonamentals sobre bases de (subgrups de) grups lliures
es deriven facilment de la construccié de Stallings. L’observaci6 segiient ens
portara a la important propietat de hopfianitat dels grups lliures.

Sigui I' un A-automat involutiu, finit, i connex, i sigui I’ A T un plegament
elemental. El corresponent morfisme d’automats ¢: I' — I'" indueix un mgrﬁs-
me exhaustiu de grups ¢: me(I) = Te(I"), [y] — [y¢] tal que ¢pfp = fr. A
més, és facil veure que, si el plegament és obert, llavors ¢ és bijectiu, mentre
que si és tancat (posem per cas, amb e, e, € EI els dos arcs que s’identifiquen
al’,p=te; =ter,q=1Te; =Tep, iLl(e;) = L(er) € A*), llavors ker ¢ esta
generat, com a subgrup normal de 77¢(I'), per ’element [npelqeglpn‘l], onn
és un cami qualsevol aI de @ a p.

L’enunciat segiient mostra com la teoria desenvolupada captura geome-
tricament els dos ingredients (algebraics) de la definici6 elemental de base
(definici6 2).

PROPOSICIO 72. Sigui S c [F4. Aleshores,
(i) S genera [Fy siinomés siSt((S)) = By;

(ii) S és una familia lliure de [ 4 si i només siloss(FI(S)) = 0; i, en aquest cas,
rk({S)) = #S.

Ambdues condicions son algorismicament decidibles si S és finit.

PROVA. L’apartat (i) és clar ja que St(F,) = Ba.

Per veure I'apartat (ii) distingim dos casos. Si S és finit, considerem I’automat
flor FI(S), i una seqiiencia qualsevol de plegaments elementals fins a obtenir
St((S)),

b,
FIS) =T a2 2o, P, ses)).
Component els corresponents morfismes obtenim el diagrama commutatiu

¢ ¢ bp- ¢
T, () — T, () — - —% 11, (po1) > 1, (T)

° (s) '

on rk(me(Ip)) = #S, amb (les classes de) els pétals com a base; i on Ep és
bijectiu ja que I, és determinista. Si loss(FI(S)) = O, tots els plegaments
son oberts, cadascun dels morfismes ¢1,..., ¢, és bijectiu i concloem que

% =¢--- d)p?p és també bijectiu; per tant, (S) esta lliurement generat per
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les etiquetes dels pétals de FI(S), és a dir, per S. Reciprocament, si S és una
familia lliure d’elements de F4, llavors S és base de (S) < [F4, i el morfisme £,
és bijectiu; la commutativitat del diagrama anterior implica aleshores que
¢1,...,Pp son tots bijectius i, per tant, tots els plegaments de la seqiiéncia
s6n oberts; en conseqiéncia, loss(FI(S)) = 0.

Finalment, suposem que S és infinit. Si S no és una familia lliure, llavors
existeix un subconjunt finit Sy C S que tampoc no és lliure i, aplicant el cas
finit, deduim que loss(FI(S)) = loss(FI(Syp)) = 1. Reciprocament, si S és una
familia lliure, tota subfamilia finita Sy < S també és lliure i, aplicant el cas
finit, loss(FI(Sp)) = O; per tant, cap seqliéncia finita de plegaments elementals
comencant a FI(S) (que involucrara forcosament un nombre finit de pétals) no
pot contenir un plegament tancat; és a dir, loss(FI(S)) = 0. O

Noteu que d’aquest resultat se’n segueix una prova alternativa per a la
proposicié 17: si B és una base de [ 4, aleshores loss(FI(B)) = 01 St({(B), A) =
By; per tant, #B = rk(FI(B)) = rk(St({B), A)) = rk(B4) = #A. També en podem
deduir la important propietat de hopfianitat dels grups lliures finitament
generats:

TEOREMA 73. El grup lliure F,, és hopfia: tot endomorfisme @: F,, — F,, exhaus-
tiu és automaticament injectiu. (Equivalentment, S < [F,, és base de [F;, si i només
Si(S)="F, i#S =n.)

PROVA. De nou, la demostracié és immediata de la teoria de Stallings: si (S) =
F,, i #S = n, aleshores St({S)) = By, i rk(FI(S)) = n. Per tant,

loss(FI(S)) = rk(FI(S)) —rk(St({§))) =n-n=0 (20)

i, per la proposicio 72(ii), tenim que S és una familia lliure; per tant, S és base
de F,,. O

D’acord amb I’'observacio 6, i tal com succeeix als K-espais vectorials, les
bases de grups lliures [ son sempre conjunts minimals de generadors. El
reciproc —també cert als K-espais vectorials— és fals als grups lliures, fins a la
maxima degeneraci6 possible.

LEMA 74. Existeixen conjunts de generadors minimals de F,,, n > 1, de qualsevol
cardinalitat finita m = n.

PROVA. Aquest comportament ja es pot observar a Z = [F; per raons purament
aritmetiques: considerem un conjunt de nimeros primers {pi,...,pm} dife-
rents dos a dos, i prenem S = {Hiij pi:j=1,...,m}; clarament mcd(S) = 1
i, per tant, (S) = Z. Pero med (S \ {[1;.; pi}) = pj i, per tant, (S \ {[1;.; pi}) =
pJ'Z * /7.

Usant la teoria de Stallings podem construir exemples més sofisticats. Per
exemple, al grup F, p»; considereu la familia d’automats involutius I, k = 2,
representada a continuacio:
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a o ——>0 - - - >0—>0—>0—>0

Prenent com a arbre generador el donat pels arcs representats en trac
gruixut obtenim el conjunt de generadors:

Sk = {aba™!, a*bab‘a ' 1a* !, akba 'ba b la kU
ul{atba 'bta "V ie[2,k-11}

(de cardinal k + 1) per a (Ix). Observem, pero, que I} no és determinista (ho
seria sense un dels dos a-arcs sortint de ®) i que, fent-li plegaments de Stallings,
collapsa fins a la rosa By, p}. Per tant, (Sx) = (Ix) = Fiap; 1, per a tot k = 2,
Sk és una familia de k + 1 generadors de Fy, p}. Ara bé, si eliminem un qualsevol
dels generadors de Sy (equivalentment, si eliminem de Iy I’arc corresponent
fora de I'arbre generador), el procés de plegaments queda bloquejat justament
a l'arc eliminat i s’obté un A-automat determinista diferent de By, p;. Per tant,
Sk €és un sistema de generadors minimal de Fy4 p;, de cardinal k + 1. O

Fixeu-vos, finalment, que la familia Sy també serveix com a contraexemple
al grup lliure de la propietat fonamental en algebra lineal que tota familia de
generadors conté una base.

4.4 Conjugacio i normalitat

Un dels conceptes fonamentals en teoria de grups és el de conjugacio: si G és
un grup, es diu que dos elements g,g’ € G (resp., subgrups H,H' < G) s6n
conjugats, i escrivim g ~ g’ (resp., H ~ H’) si existeix un element z € G tal
que z7lgz = g’ (resp., z7'Hz = H’'). Aleshores diem que g’ (resp., H') és g
(resp., H) conjugat per z,iescrivim g’ = g% = z" gz (resp., H = H? = z"'Hz).

La teoria de Stallings permet caracteritzar la conjugacié de subgrups de
forma molt transparent.

LEMA 75. Siguin H un subgrup de F4, i w € F4. Aleshores, St(HY, A) és el cor
de 'automat Schy, (H, A) obtingut canviant el punt base de Sch(H,A) per Hw.

PROVA. Es clar de la proposicio 47 i la definicié 34 que Schy (H, A) és un
A-automat involutiu, determinista, saturat i connex que reconeix el subgrup H%.
El resultat se segueix immediatament del corollari 52(ii). O

Com a conseqiiéncia del lema anterior obtenim la segiient caracteritzacio
grafica de la conjugacié de subgrups al grup lliure, que és obviament decidible
en cas que els subgrups siguin finitament generats.
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PROPOSICIO 76. Siguin H i K dos subgrups de F 5. Aleshores, H i K son conjugats
si i nomes si St™(H) = St*(K).

PROVA. Observeu que, per construccio, St(H) coincideix amb St* (H) reintro-
duint el pel (eventualment buit) fins a @y.

Suposem que St* (H) = St*(K). Reintroduim a St* (H) = St*(K) els dos péls
fins als vertexs ey i @k i sigui w l'etiqueta d’'un cami reduit qualsevol de ey
a ®k. Es facil veure que HY = K; per tant, H i K son conjugats.

Reciprocament, suposem que H¥ = K per alguna paraula (reduida) w € F4.
Sigui y I'tnic cami possible a St(H) comencant a @y i llegint w: la unicitat
és clara pel determinisme de St(H); i si no n’existeix cap, afegim a St(H) el
pel necessari per a poder completar y. Declarem Ty com a nou punt base, i
designem per I' 'automat obtingut. Per construccio, core* (I') = core* (St(H)) =
St*(H) és determinista, i (I') = w1 (St(H))w = H¥ = K. Per tant, core*(I') =
core* (St(K)) = St*(K), d’on deduim St* (H) = St*(K). O

Observeu que, en cas que H i K siguin finitament generats i conjugats, la
demostraci6é anterior proporciona, a més, un metode per a calcular efectivament
un conjugador w. Aix0 demostra que

COROLLARI 77. El problema de la conjugacio de subgrups SCP(F) és decidi-
ble per a grups lliures: existeix un algoritme que, donats dos subconjunts fi-
nits S1,S> < F, decideix si els corresponents subgrups generats son conjugats i,
en cas afirmatiu, retorna un element conjugador. O

Recordem que un subgrup H d'un grup G es diu normal (a G), designat
H <G, siinomés si H9 = H, per a tot g € G. Del lema 75 també se segueix
facilment una caracteritzaci6 grafica de normalitat en el grup lliure (i la seva
decidibilitat en el cas finitament generat).

PROPOSICIO 78. Sigui H + 1 un subgrup de [F 5. Aleshores, els enunciats segtients
son equivalents:

(a) Hésnormal a [F5;

(b) Sch(H) és vertex-transitiu;”

(c) Sch(H) és vertex-transitiu i cor;

(d) St(H) és vertex-transitiu i saturat.

PROVA. L’equivaléncia entre (a) i (b) se segueix clarament de les definicions a
través del lema 75. Concretament, per a tot w € Fa:

HY = H & Sch(HY) = Sch(H) < Schyy (H) = Sch(H).

La interpretacio de ’esquerra correspon a la normalitat de H, mentre que la
de la dreta correspon a la vertex-transitivitat de Sch(H).

17 Un A-automat I' és vértex-transitiu si per a qualsevol parell de vertexs, p, q de I', existeix un
automorfisme de A-digrafs etiquetats (és a dir, respectant les etiquetes de les arestes i ignorant el
punt base) de I' que envia p a g. (Informalment, si «I' té el mateix aspecte vist des de qualsevol
vertex»).
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Per veure I'equivaléncia entre (b) i (c) és suficient veure que (b) implica (c). En
efecte, si Sch(H) és vertex-transitiu, aleshores ha de ser cor ja que, clarament,
no existeix cap automorfisme de A-automats I' enviant un vertex del cor de T’
(i, per tant, pertanyent a un e-cami reduit de I') a un vertex fora del cor de T (i,
per tant, no pertanyent a cap @-cami reduit de I').

Finalment, I’equivaléncia entre (c) i (d) és conseqiiencia immediata de la
proposicio 51(iii). O

OBSERVACIO 79. Tot i que per decidir si un subgrup finitament generat H < Fy4
és normal, n’hi ha prou de comprovar si els conjugats dels generadors per
les lletres de A* tornen a pertanyer a H (un nombre finit d’instancies del
problema de la pertinenca), la proposicié anterior ens dona una caracteritzacio
grafica molt natural per a la normalitat, que també es pot usar per a donar un
algorisme alternatiu per decidir la normalitat de H.

4.5 El problema de l'index

Recordem que, si H és un subgrup d'un grup G, aleshores G sempre admet
una particio G = | l;c; Hgi, on g; € G. Els conjunts Hg; s’anomenen classes
laterals (per la dreta) de H a G; el cardinal del conjunt de classes laterals
H\G = {Hg; : i € I} sTanomena index de H en G, i es designa per |G : H|; es
diu també que {g;}ics és una familia de representants (o transversal) de les
classes laterals (per la dreta) de H en G.

En aquesta secci6 usarem els automats de Stallings per a estudiar qliestions
relatives a 'index dels subgrups dels grups lliures, i resoldrem el problema de
la finitud de I'index, que enunciem en general a continuacio.

PROBLEMA DE LA FINITUD DE L'INDEX A G = (A | R), FIP(G). Donada una fami-
lia finita vy,..., vk de paraules en els generadors de G, decidir si el subgrup
(v1,...,Vk) < G és d’index finit a G i, en cas afirmatiu, calcular aquest index i
una familia de representants de les corresponents classes laterals.

Recordem (definicié 45) que els vertexs de I'automat de Schreier Sch(H)
soOn precisament les classes laterals per la dreta de H a F, és a dir, |F : H| =
#VSch(H); i observem que I'apartat (vi) de la proposicié 51 pren la forma
segiient per a subgrups finitament generats.

COROLLARI 80. Sigui H un subgrup finitament generat d’un grup lliure [F. Ales-
hores, I'index |IF : H| és finit si i només si St(H) és saturat; en aquest cas,
|F: H| =#VSt(H). O

Com a primera conseqiiéncia podem deduir que [F,, té una quantitat finita
de subgrups d’un index finit k donat (vegeu [21] per a una féormula recurrent
que compta aquest nombre de subgrups). D’aqui es dedueix facilment el mateix
resultat per a qualsevol grup G finitament generat.

COROLLARI 81. Sigui G un grup finitament generat. Per a tot k > 1, G conté
una quantitat finita de subgrups d’index k.
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EXEMPLE 82. A continuacio representem els automats de Stallings dels 13 sub-
grups d'index 3 de > = (a,b | —) (amb les corresponents classes de conjugacié
encerclades en gris). Obviament, els subgrups normals corresponen a les classes
amb un Unic representant.

S (N . oy Qg Sy
%/ \@/ V4% a/ 7 {/

Gsp Gy Sy Sy Sy
VA AN AYAY
FIGURA 16: Els 13 subgrups d’'index 3 de F, = (a,b | —).

Del corollari 80 se segueix immediatament el resultat segiient.

TEOREMA 83. El problema de la finitud de I'index per a grups lliures, FIP([F), és
computable.

PROVA. La decidibilitat de FIP([F) és conseqiiéncia del corollari 80 i de la com-
putabilitat de St(H) en el cas finitament generat.

Suposem ara que St(H) és saturat i finit. Per a calcular una familia de
representants de les classes per la dreta modul H, només hem d’observar que,
a I'automat St(H) = core(Sch(H)) = Sch(H), qualsevol cami y amb inici ® té
la forma (13) i, per tant, compleix Ty = Hw, on w = £(y) € Fa. Per tant,
podem formar una familia de representants de les classes laterals per la dreta
modul H simplement prenent un cami qualsevol del punt base ® a cadascun
dels vertexs de St(H). Una manera sistematica de fer-ho és calcular un arbre
generador T de St(H), i prendre les etiquetes de les T-geodésiques de ® a cada
vertex: {{(T[e,p]) | p € VSt(H)} és una familia de representants de les classes
laterals per la dreta modul H, és a dir,

H\Fa= || HUT[e,p). (21)
peVSt(H)

Obviament, I'index |F : H| és el cardinal (finit) d’aquest conjunt. Aixo resol
completament el problema de la finitud de I'index per a grups lliures. (Si volem
representants de les classes per ’esquerra, només hem d’invertir les paraules
obtingudes, ja que (Hw) ! =w'H ! =w~1H) O

EXEMPLE 84. Sigui [, el grup lliure sobre A = {a, b} i considerem el subgrup
H = (v1,v2,V3,v4) < F» generat pels elements vy = a, v» = b?, v3 = ba’b™!,
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i vy = baba'b~!. Per decidir si H és d’index finit a F, calculem St(H) a partir
de 'automat flor FI({v, v2,v3,v4}), tal com hem explicat al teorema 53. El
resultat és I'automat segiient:

b

oo e )

Com que els tres vertexs de St(H) tenen un a-arc entrant i un de sortint,
iun b-arc entrant i un de sortint, 'automat St(H) és saturat i, per tant, H és
d’'index finit a F», concretament d’'index #VSt(H) = 3. Prenent com a arbre
generador el donat pels dos arcs dibuixats amb tra¢ gruixut, obtenim {1, b, ba}
com a conjunt de representants de les classes per la dreta modul H, és a dir,
Fo=HUHbUH(ba).

Com veiem a continuacié, la coneguda férmula de Schreier, que relaciona
I'index d'un subgrup d’index finit amb el seu rang, també es dedueix de forma
transparent de la teoria de Stallings.

TEOREMA 85 (FORMULA DE SCHREIER). Sigui [, el grup lliure de rang k, i sigui
H < F, un subgrup d’index finit. Aleshoves, tk(H) — 1 = |F : H|(k — 1). En
particular, un subgrup d’index finit és finitament generat si i només si el rang
ambient k és finit.

PROVA. Per la proposicio 51(vi), si H és d’index finit, llavors St(H) és 2k-regular
i #VSt(H) < oo. Per tant, rk(St(H)) < oo (i. e., hi ha un nombre finit d’arcs fora
de qualsevol arbre generador) si i només si k < co. En particular, si kK = o
llavors rk(H) = o i ja hem acabat.

Suposem ara Kk < o. Sabem que H és finitament generat i, per tant, St(H)
és finit. Sigui T un arbre generador de St(H); tal com s’ha demostrat al final de
la prova del teorema 53, H té una base de #(E*St(H) \ ET) elements; per tant,

rk(H) — 1 = #(E*St(H) \ET) — 1 = #E*St(H) —#ET — 1 =
= #E*St(H) — #VT = k#VSt(H) — #VSt(H) =
= |F«:Hl(k - 1),

on la penultima igualtat prové de 2k #VSt(H) = 2 #E*St(H), obtingut sumant
els graus de tots els vertexs. O

Combinant les caracteritzacions grafiques d’index finit (corollari 80) i nor-
malitat (proposicié 78), arribem a una mena de reciproc del lema de Schreier
per a subgrups normals no trivials del grup lliure.

COROLLARI 86. Un subgrup normal no trivial H de [F,, és finitament generat si i
nomeés si té index finit. O
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COROLLARI 87. Un subgrup normal no trivial H de [y, té sempre rang infinit.C

Acabem aquesta secci6 amb una demostracié grafica particularment ne-
ta d'un resultat classic de Marshall Hall, Jr., que mostra especialment bé la
poténcia de I’enfocament geometric per obtenir resultats algebraics.

Recordem que, donats H i K subgrups d'un grup lliure [, es diu que H és
factor lliure de K, i ho designem per H <g K, si una base (i, per tant, totes
les bases) de H es pot ampliar a una base de K. Observeu també que, si A és
un subautomat de T', aleshores (A) és un factor lliure (I') (ampliant un arbre
generador de A a un arbre generador de I').

Un resultat ben sabut d’algebra lineal diu que, donat un espai vectorial E i un
subespai seu F < E, tota base de F es pot ampliar a una base de E (técnicament,
aixo correspon al fet que F és un sumand directe de E, noci6 de la qual els
factors lliures son la generalitzacié a ambients no commutatius). El resultat
corresponent en un grup lliure és fals: sabem que F,, té subgrups H de rang
superior a n (fins i tot de rang infinit) que, clarament, no en seran factors
lliures, H ¢ Fy,. El classic teorema de Marshall Hall, Jr. ens diu que un resultat
d’aquesta naturalesa si que és cert, si ens restringim a subgrups finitament
generats, i canviem [, per un subgrup d’index finit adequat.

TEOREMA 88 (M. HALL, JR. [22]). Si H és un subgrup finitament generat de [F 4,
aleshores H és un factor lliure d’un subgrup d’index finit de [ 5; és a dir:

H <¢gF=>3dK:H <K < F. (22)

PROVA. Si H ja és d’'index finit a F4, el resultat és obvi. En cas contrari, sa-
bem que St(H) és un A-automat finit i insaturat. Ara és suficient adonar-se
del segiient fet purament geomeétric:'® en un A-automat involutiu i finit, per
atota € A, def,(I') = def,-1(I'). Per tant, només caldra saturar St(H) apa-
rellant, per cada a € A, els vértexs a-deficients amb els (a~!)-deficients, i
afegint un a-arc dels primers als segons. L’automat I" obtingut és finit i satu-
rat (per tant, reconeix un subgrup d’index finit) i conté St(H) com a subautomat.
Per tant, H = (St(H)) <¢ (I'), tal com voliem demostrar. Noteu que I'aparella-
ment de vertexs deficients de St(H) es pot fer, en general, de diverses maneres
i, per tant, el subgrup obtingut K no és unic, en general. O

EXEMPLE 89. Sigui H = (a~'b,ab? a2b* a*baba~'b~'a?) < Fyp;. Per a
obtenir un subgrup d’index finit de F, 5; del qual H sigui factor lliure, és
suficient calcular St(H) (en tra¢ continu a la figura 17) i completar-lo a un
automat saturat (per exemple, tal com s’indica amb trac discontinu). L’automat
obtingut reconeix un subgrup K d’index 6 a Fy45; que conté H com a factor
liure.

18 Es tracta d’'una adaptaci6 natural del ben conegut handshaking lemma.
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FIGURA 17: Exemple del teorema 88 (Marshall Hall, Jr.).

4.6 El problema de la interseccio

En aquesta darrera secci6 usarem els automats de Stallings per a resoldre el
problema proposat a I’exemple 27: el problema de la interseccié de subgrups.
Recordem que existeixen grups G que contenen parelles de subgrups H,K < G
finitament generats amb interseccié H N K no finitament generada (a [9] i [14]
trobareu exemples relativament senzills de grups d’aquest tipus; analitzats,
a més, usant generalitzacions de les técniques grafiques que expliquem en
aquesta seccio). A. G. Howson va estudiar aquest fenomen en el grup lliure i el
seu nom s’usa per a referir-se als grups que no tenen aquest comportament
«estrany»: un grup G es diu que té la propietat de Howson (o que és Howson) si la
interseccié de qualssevol dos subgrups finitament generats H, K < G és sempre
finitament generada (per induccio, el mateix és cert llavors per a interseccions
d’'una quantitat finita de subgrups). Per a un grup qualsevol G = (A | R) té
sentit, doncs, plantejar-se el problema de decisi6 segilient:

PROBLEMA DE LA INTERSECCIO DE SUBGRUPS A G=(A | R),SIP(G). Donades dues
families finites de paraules en els generadors de G, u1,...,Uk;V1,...,V € (AT)*,
decidir si la interseccio dels corresponents subgrups generats (Uy,...,Ug) N
(v1,...,V1) (a G) és finitament generada i, en cas afirmatiu, calcular-ne un
sistema de generadors.

A T'article [23], Howson va demostrar que els grups lliures satisfan la propie-
tat que porta el seu nom. A continuacio, veurem com els automats de Stallings
aporten una demostracio grafica molt neta i transparent (i, a més, constructiva!)
d’aquest fet remarcable: de la mateixa demostracié en sortira una manera
efectiva de calcular una base per a la interseccio, i una fita superior per al rang
de H N K en termes dels rangs de H i de K: la famosa conjectura de Hanna
Neumann, resolta recentment, de la qual parlarem al final de la seccio.

DEFINICIO 90. Siguin IT = (V1,E1, 1, T1,01,@1) i = (V2,Ep, 12, T2, ¥2,®2) dos
A-automats. El producte!® de I i I», designat per I} x I», és el A-automat amb:
e conjunt de vertexs el producte cartesia Vi X Vy;

e un arc (p1,p2) %> (q1,q2) per a cada parell d’arcs p; %> q; a I, i
p2 %> g2 a > amb la mateixa etiqueta a € A;

19 O pull-back, en terminologia categorica.
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e les funcions naturals ¢, T, £ com a funcions d’incidéncia i d’etiquetatge;
e vertex base ® = (@,®);

vegeu la figura 18.

[} I xIz
FIGURA 18: Esquema del producte (en blau) de dos A-automats (en negre).

Per tant, I x I» no és res més que el producte tensorial o categoric2? de I i I»,
respectant les etiquetes dels arcs (i. e., no aparellant mai arcs amb etiquetes
diferents). Amb un exemple s’entén clarament el funcionament d’aquesta
operacio ben natural entre A-automats.

EXEMPLE 91. Considerem els subgrups H=(b, a®,a ‘bab~'a) i K=(ab,a’a 'ba)
de Fy4,p;- Alafigura 19 podem veure I'automat St(H) dibuixat a la part esquerra
(en format vertical), 'automat St(K) dibuixat a la part superior (en format

horitzontal), i el producte St(H) x St(K) a la part central (i reorganitzat, a la
dreta).

T VAVA

FIGURA 19: Producte dels automats St(H) i St(K).
La proposici6 segiient recull les propietats principals d’aquest producte
d’automats, que el relacionen molt de prop amb la intersecci6é de subgrups.

PROPOSICIO 92. SiguinT; = (V1,E1,t1,T1,01,1) iIo = (V2,Ep, 12, T2, 2, @) dos
A-automats. Aleshores,

20 Vegeu https://en.wikipedia.org/wiki/Graph_product.
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(i) per a tot (p,q) € I x Iy, tenim 0 < deg(p,q) < min{deg(p), deg(q)};

(ii) sily iI» son deterministes, llavorsI; X I també és determinista, i, en tal
cas, (I x I2) = (1) N (I2);

(iii) encara que I iI» siguin connexos, I'1 X I> pot no ser connex;
(iv) encara que I iI> siguin cor, I X I> pot no ser cor.

PROVA. (i). Es clar de la definici6 90, ja que tot a-arc sortint de (p, q) € V(I xI»)
correspon a un a-arc sortint tant de p € VI; com de q € VI.

(ii). Que el producte d’automats deterministes és, de nou, determinista
és clar de la definici6. Suposem que I i I son deterministes; aleshores, si
w € (I xI2), hi ha un e-cami reduit a I} x I> amb etiqueta w; projectant-lo
a la primera i a la segona coordenades, obtenim @-camins reduits a I i a I,
respectivament, llegint igualment w; per tant, w € (I) N (I2). I, reciprocament,
siw € (I1) n (I»), aleshores hi ha e-camins reduits a I i a I, respectivament,
ambdos llegint la paraula w; «cosint-los» arc per arc, obtenim un e-cami reduit
al} xI> que llegeix w i, per tant, w € (I X 7).

(iii) i (iv). Els subgrups H = (a?,b) i K = (b,aba™!) de F,; serveixen de
contraexemple (deixem al lector el calcul dels respectius automats de Stallings,
i del seu producte). O

COROLLARI 93. Per H,K < Fy4, tenim St(H N K) = core(St(H) X St(K)). O

Combinat amb la proposicio 54, aix0 ens demostra la propietat de Howson,
la fita de Hanna Neumann, i ens resol el problema de la intersecci6é per a grups
lliures. Definim el rang reduit d’'un grup lliure F,, com ﬁ([Fn) =max{0,n — 1},
és a dir, fT(([Fn) = n — 1 excepte per al grup trivial, per la qual cosa posem
rk(1) = 0 (en lloc de —1).

TEOREMA 94 (HOWSON, [23]; H. NEUMANN, [38]). Els grups Iliures [ (de qualse-
vol rang) son Howson. A més, si H,K <tq [, aleshores rk(H N K) < 2rk(H)rk(K).

PROVA. Observeu que, com que la propietat de Howson només involucra sub-
grups finitament generats, és suficient demostrar-la quan I'ambient [F és de rang
finit, cosa que assumirem durant la demostracio. Si H, K < [, so6n finitament
generats, aleshores St(H) i St(K) son finits, i per tant, St(H) x St(K) també sera
finit, d’on (per la proposicio 92(ii)) es dedueix que H n K torna a ser finitament
generada. En conseqiiéncia, [, (i, per tant, tot grup lliure) és Howson.

Per veure la desigualtat, observem primer que, si ' és un graf connex i finit,
i A és el graf obtingut després d’eliminar successivament vertexs de grau 1 (i
les corresponents arestes incidents), aleshores rk(A) = rk(I'). D’altra banda,
per la proposicié 92(i), si deg(p) = 2 i deg(q) > 2, aleshores

deg(p,q) — 2 < (deg(p) — 2)(deg(q) — 2). (23)
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Es clar que ens podem restringir al cas H,K,H N K = {1}. Siguin ara Iy =
St(H), Ix = St(K), I' la component connexa de I'y X I[x que conté el punt
base, i I}j, [ i T* = [}] x I els respectius cors reduits. Com que I'* té tots
els vertexs (p,q) de grau 2 o superior (i, per tant, p i q també), usant les
observacions anteriors, I’equacio6 6 i les propietats del cor reduit obtenim:

rk(HNnK)—-1=rk(T*)-1=

= %Z<p,q>evr*(deg(p,q) -2) <

< 3 S paevr+ (deg(p) — 2)(deg(q) —2) <
%Z(p,q)EV(Fﬁ‘xrﬁ)(deg(p) —2)(deg(q) —2) =

= 3 (Zpevr; (deg(p) — 2)) (Sgevry (deg(q) — 2)) =
= 2(rk(H) — 1) (rk(K) — 1). O

IA

Amb una demostracié una mica més técnica es pot veure una desigualtat
més forta, que va demostrar Walter Neumann a [39]:

D wernsyx TKHY N K) < 2rk(H)K(K), (24)
on HY = w~1Hw, i el sumatori recorre tots els w d’un transversal qualsevol
del conjunt de classes laterals dobles H\F4/K = {HwK | w € F4} (es pot veure
que els sumands no nuls es corresponen bijectivament amb les components
connexes no arbre i no cicliques del producte St(H) x St(K)).

Arribats a aquest punt, és obligat mencionar que Hanna Neumann primer
(sobre la desigualtat al teorema 94) i Walter Neumann més tard (sobre la
desigualtat (24)) van conjecturar que el factor «2» es pot eliminar de les fites
respectives. Aquestes son les famoses «conjectura de Hanna Neumann» i «con-
jectura forta de Hanna Neumann»,?! demostrades (independentment i quasi
simultania) fa pocs anys per J. Friedman i I. Mineyev; vegeu [18], [36], i les
remarcables simplificacions obtingudes per W. Dicks, a [18, apéndix B]i a [17],
respectivament.

TEOREMA 95 (J. FRIEDMAN [18] 1 I. MINEYEV [36]). Sigui F un grup lliure i H,
K subgrups finitament generats de [F. Aleshores,

ZweH\tFA/K rk(HY N K) < IK(H)TK(K).

Com ja hem justificat, la tecnica del producte d’automats també ens permet
resoldre el problema de la interseccio.

TEOREMA 96. El problema de la interseccio de subgrups per a grups lliures,
SIP(F), és resoluble. O

21 En angleés, Hanna Neumann conjecture i Strenghtened Hanna Neumann conjecture.
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EXEMPLE 97. Com a exemple, acabem el calcul comencat a I’exemple 27. Es
tractava de calcular la intersecci6 de H = (ui,u»,u3) <i K = (vi,v2,V3)
donats per les paraules u; = b, u» = a3, us = a?bab-la, vy = ab, v> = a3, i
v3 = a'ba, com a subgrups de F4, A = {a,b}. A simple vista ja hem trobat
els elements a3,b~'a*bh,a 'ba3b~la € H n K; pero no quedava gens clar
si aquests tres elements generen H N K, o en falten de més complicats per
descobrir.

A I'exemple 91 hem calculat St(H), St(K) i St(H) X St(K). Com que aquest
ultim ja és connex i cor, el corollari 93 ens diu que St(H N K) = St(H) x St(K).
Prenent com a arbre maximal T I'indicat amb arcs en trac gruixut a la figura 19,
obtenim la base

St =1{b~'a’b, a’,a 'ba*b~'a, a *bab 'a’ba'b'a,
a ‘bablaba'ba b la}

per a la interseccié H N K.

A més, com que cadascun dels cinc generadors a St és I'etiqueta d'un @-cami
reduit a St(H) xSt(K), el podem projectar a la primerai a la segona coordenades,
respectivament, i, usant el metode de la secci6 4.2, podem reescriure’l com a
paraula en {ui,u2,us} ien {vy,vo,v3}:

H > uituou; = b-1la3b =v;tvov; €K,
H>up = as =1, €K,
H>uj= alba3b-la = v31v5 ! €K,

H > usupus!l = a'bab'a’ba'b~'a =vsvilvovivg! €K,

H > usujuz! = a'bab-'aba'ba~'b~'a = vsv; 'vovsv; tvgvgt € K.

OBSERVACIO 98. Tal com succeeix amb el problema de la pertinenca (ve-
geu [35]), no és dificil demostrar que el problema de la intersecci6 és també
indecidible per a productes directes de grups lliures (vegeu [14, corollari 2.3]),
fet que confirma la indocilitat algorismica d’aquesta familia, en cert sentit
propera al grup lliure.

Per acabar, vegem que la mateixa idea és util també per a resoldre el
problema de la intersecci6 de classes laterals en un grup lliure. Recordem que,
si G és un grup qualsevol, u,v € G dos elements, i H,K < G dos subgrups,
llavors les classes laterals Hu i Kv o bé son disjuntes, o bé s’intersequen
exactament en una classe lateral de H N K, i. e, Hu nKv = (HNn K)w.

PROBLEMA DE LA INTERSECCIO DE CLASSES LATERALS A G ={A|R), CIP(G). Do-
nades dues families finites de paraules w,u;,..., uy;v,uy,...,u; € (A*)*, deci-
dir si la interseccio (uy,...,ux)u N {vy,...,v;)v < G és buida, i, en cas negatiu,
calcular-ne un representant.

TEOREMA 99. El problema de la interseccio de classes laterals per a grups lliures,
CIP(F), és resoluble.
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PROVA. Donades paraules reduides u,uy,...,ux;v,vi,...,v; € Fu, calculem
els automats de Stallings de H = (uq,...,ux) i K = (vy,...,v;). Ara intentem
seguir un cami reduit a St(H) comencant a ey i llegint u = a;, - - - a;, (on
Aiy, .-+, aAi, € A¥). Sino és possible, perque després de llegir a;; arribem a un
vertex (a;,,,)-deficient r, ampliem 'automat St(H) tot afegint el pél

p (25)

Jj+1
(per poder completar la lectura de u com a etiqueta d'un cami de ey a,
diguem-ne p) i designem per St, (H) 'automat resultant. Analogament, cons-
truim Sty (K) (assegurant-nos que conté un cami llegint v, de ®x a, diguem-ne q)
i calculem el producte I' = St,, (H) X Sty (K).

Ara, si (ey,®x) i (p,q) estan a la mateixa component connexa de I', prenem
un cami y de (ey,®k) a (p,q), iel projectem a St,, (H) i a Sty (K), respectivament.
Com que ambdues projeccions tenen etiqueta w = £(y), i van de ey a p, i
de ®@x a g, respectivament, concloem que Hu = Hw i Kv = Kw; per tant,
w e Hun Hv.

Reciprocament, si (®y,®k) a (p,q) son a components connexes diferents, no
hi ha cap parella de camins reduits, de @y a p (a St,, (H)) i de ¢ a g (a Sty (K)),
compartint la mateixa etiqueta. Per tant, Hu N Kv # 0 si i només si (ey,®x) i
(p,q) s6n a la mateixa component connexa de St,, (H) x Sty (K). Aix0 completa
la demostracio. O

ai it ai.

Aip
. J . J

+3

r

Per acabar d’illustrar la utilitat d’aquesta técnica del producte de A-auto-
mats, donem un argument forca curt i elegant per demostrar, en ’ambit dels
grups lliures, un resultat sobre subgrups forca conegut i valid en general (la
prova del cas general requereix eines algebraiques més sofisticades, com pot
ser el teorema del subgrup de Kurosh).

PROPOSICIO 100. Sigui G un grupisiguin H, K, H', K’ subgrups de G. SiH <g K
IH <gK', llavorsHNH" <gKnK'.

PROVA. (Fem la demostracié només en el cas que G és un grup lliure, G = F.)

Veurem primer que, si H <g K < F,i L < F, lavors HNL <g K N L.
Considerem una base A de K que estengui una base de H, i observem que
St(H, A) és simplement una rosa d’uns quants petals (precisament, els etique-
tats pels elements de A pertanyents a H). Considerem St(K n L, A) i calculem
HnL=Hn (KnL)fent el producte d’aquests dos A-automats: clarament,
St(H,A) xSt(KNL,A) és el A-subautomat de St(K N L, A) determinat pels arcs
amb etiqueta a H. Per tant, H N L <¢ K N L, tal com voliem.

Aplicant aquest fet dues vegades, obtenim H N H' <g K " H' <¢ K n K’ i,
per tant, H N H' < K N K’, tal com voliem demostrar. O

5 Per saber-ne més

La teoria dels automats de Stallings és un tema molt conegut i ben representat
a la literatura. A més de I'article original de Stallings [50] (d’orientaci6 més aviat
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topologica), existeixen diverses revisions amb un punt de vista més proper
al que s’ha usat en aquest article (vegeu e. g. [2, 12, 25]). Els articles que fan
servir la teoria de Stallings per a resoldre altres problemes especifics s6n
innombrables i continuen apareixent amb regularitat. Podeu trobar-ne alguns
exemples a [1, 3, 4, 10, 15, 31, 33, 34, 43, 49, 52].

Arran de I'éxit immens de la teoria de Stallings per al grup lliure, també hi ha
hagut multiples extensions d’aquesta idea a ambits més generals, per exemple:
grafs de grups [19, 20, 26, 44, 46, 47, 51]; monoides i semigrups [16, 30, 31, 53];
grups que satisfan certes propietats de petita cancellacio®? [1]; grups total-
ment residualment lliures [28, 37, 41]; productes lliures[24]; amalgames de
grups finits [32]; grups que actuen lliurement a Z"-arbres [42]; grups virtual-
ment lliures [48]; subgrups quasiconvexos [27]; productes directes i semidi-
rectes de grups lliures amb grups lliure-abelians [8, 11, 13]; complexos cu-
bics CAT(0) [5]; grups relativament hiperbolics [29]; i grups de Coxeter d’angle
recte?3 [7], entre d’altres.

Agraiments

Els autors agraim el suport parcial rebut de I’Agencia Estatal de Investigacion,
a través del projecte de recerca MTM2017-82740-P (AEI/FEDER, UE). El primer
autor va realitzar la primera part d’aquest treball a la Universitat del Pais
Basc (UPV/EHU) amb suport parcial del MINECO a través del projecte PID2019-
107444GA-100, i del Govern basc amb el projecte IT974-16.

Agraim als revisors i editors I'acurada lectura d’aquest text i els pertinents
comentaris i suggeriments realitzats.
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Estimacio de la mitjana:
una revisio d’avencos recents

GABOR LUGOSI

Resum: Segurament el problema estadistic més basic és estimar el valor esperat
d’una variable aleatoria basant-ho en observacions independents de la mateixa distri-
buci6. Aquesta pregunta aparentment senzilla planteja dificultats sorprenents tant des
del punt de vista estadistic com computacional. En aquest article analitzem alguns dels
avencos recents en l'estimacié de la mitjana. En particular, es descriuen estimadors de
mitjanes subgaussians per a dades que poden tenir cues pesades, tant en configura-
cions univariants com multivariants. Ens centrem en estimadors basats en tecniques de
medianes de mitjanes pero també es revisen altres meétodes com la mitjana retallada i
I’estimador de Catoni. Presentem demostracions detallades dels resultats basics.

Paraules clau: estimacio de la mitjana, distribucions de cua pesada, robustesa, apre-
nentatge estadistic.

Classificacié MSC2010: 62G05, 62G15, 62G35.

1 Introduccio

Sens dubte, el problema més fonamental de 1'estadistica és estimar el valor
esperat u d'una variable aleatoria X basant-se en una mostra de n observa-
cions independents i idénticament distribuides extretes d'una distribuci6 de X.
L’elecci6 obvia d’estimador és, per descomptat, la mitjana empirica. Les seves
propietats son ben conegudes a partir de resultats classics de la teoria de la
probabilitat. Tanmateix, des dels inicis, els experts en estadistica s’han preo-
cupat per la qualitat de la mitjana empirica, especialment quan la distribucio
pot ser de cua pesada o hi pot haver dades atipiques. Aquesta preocupacio va
donar lloc a I’area de I'estadistica robusta, que aborda el problema d’estimaci6
de la mitjana (i altres problemes estadistics) per a aquest tipus de dades. Les
referéncies classiques inclouen Huber [31], Huber i Ronchetti [32], Hampel,
Ronchetti, Rousseeuw i Stahel [23] i Tukey [59].

Motivat per aplicacions en aprenentatge automatic i en ciencia de dades, en
els darrers anys hi ha hagut un interés creixent en la construcci6é d’estimacions
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de la mitjana i de funcions de regressi6 amb el requisit que els estimadors
hagin d’aconseguir alta precisio amb una gran confianca. Avui dia, s’entén
molt millor quin és el millor balanc¢ precisi6/confianca que es pot assolir i
I'objectiu d’aquest article és analitzar-ne alguns dels avencos recents. Ens
centrarem en el problema d’estimaci6 de la mitjana, tant en configuracions
univariants com multivariants. Presentem una discussié detallada sobre quin
és el millor rendiment que hom pot esperar, sobre com descriure una varietat
d’estimadors i sobre com analitzar-ne el rendiment. Parem una atenci6 especial
a una metodologia senzilla pero potent basada en tecniques de medianes de
mitjanes.

A la secci6 2, abordem el problema més simple, el d’estimaci6 de la mitjana
univariant. Ens centrem en estimadors subgaussians i n’explorem les possi-
bilitats i limitacions. La secci6 3 es dedica al problema multivariant, que és
substancialment més dificil. Ampliem la nocié d’estimador subgaussia en el
context multivariant i analitzem diversos estimadors.

Per a una revisio més detallada, remetem el lector al recent article de Lugosi
i Mendelson [45].

2 Estimacio de la mitjana d’una variable aleatoria real

Comencem examinant el problema classic d’estimar la mitjana d’'una variable
aleatoria. Siguin X3, ..., X, variables aleatories independents, distribuides de
manera idéntica, amb mitjana y = EX;. Es pretén estimar p a partir d’obser-
vacions d’aquestes variables aleatories. Un estimador fi, = [ (X1,...,Xn) és
simplement una funcié (mesurable) de X1,...,X,,.

Per descomptat, 'opci6 més natural d’'un estimador de la mitjana és la
mitjana empirica estandard

11’!,
Tp=— > X
Hn nizl '

Tanmateix, tal com argumentem a continuacio, hi pot haver altres estima-
dors més adients, segons quin sigui 1'objectiu.

La qualitat d'un estimador es pot mesurar de diverses maneres. Els primers
treballs estadistics es van centrar, en la seva majoria, en mesures del risc
esperat, com ara l'error quadratic mitja

[E[(ﬁn - H)Z]-

Si hom se centra en I'error quadratic mitja, aleshores la mitjana empirica
té un rendiment excellent. Suposem que els X; tenen un segon moment finit
i o2 = E[(X; — n)?] denota la seva variancia. Aleshores, és un exercici facil
veure que 'error quadratic mitja de i, és igual a 0> /n. Al mateix temps, aixo
és optim fins i tot si suposem que la distribuci6 de X; és gaussiana. De fet,
del teorema classic de Rao-Blackwell ([55, 4, 36]) es desprén que no es pot
esperar obtenir un error quadratic mitja més petit quan s’estima la mitjana
d’una variable aleatoria gaussiana.
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No obstant aix0, les mesures de risc com l'error quadratic mitja poden
induir a error. De fet, si la diferéncia |[i,, — p| no és prou concentrada, aleshores
el valor esperat no necessariament reflecteix el comportament «tipic» de 1'error.
Per motius com aquest, sovint preferim els estimadors [i,,, que sén propers
a u amb alta probabilitat. Aixi, el nostre objectiu és entendre, per a qualsevol
mida de mostra n i el parametre de confianca 6 € (0, 1), el valor més petit
possible € = €(n, 6) tal que

P{|fn — ul > €} < 6. (1)

Es important destacar que (1) és un criteri no asimptotic: hom voldria obtenir
estimacions quantitatives sobre com la precisio € s’escala amb el parametre
de confianca ¢ i la mida de la mostra n. Aquest tipus d’estimacio recorda el
PAC (acronim de probablement aproximadament correcte), un marc adoptat
habitualment en la teoria de I'aprenentatge estadistic; vegeu Valiant [61], Vapnik
i Chervonenkis [63] i Blumer, Ehrenfeucht, Haussler i Warmuth [5].

Les propietats de la mitjana empirica s’entenen molt bé, ja que les mitjanes
de variables aleatories independents s’han estudiat des dels inicis de la teoria de
la probabilitat. Una pedra angular d’aquesta teoria és el teorema del limit
central. Aquest teorema garanteix que la mitjana empirica té cues gaussianes,
asimptoticament, quan 7 tendeix a infinit. Més precisament,

od1(1-6/2) _5
Jn ’
on ®(x) = P{G < x} és la funcié de distribuci6 acumulada d’una variable

aleatoria normal estandard G. Es pot veure facilment (per exemple, utilitzant el
fetque perat > 1, exp(—t2/2) < texp(—t2/2)), que per a tots els x > 0,

[P){“'ln_u' >

1—d(x) <e /2,

Aix0 implica que ®1(1 — §/2) < +/21og(2/6), i el teorema del limit central

afirma que
o+/2log(2/0) <5
NED

No obstant aix0, aquesta és una estimaci6 asimptotica i no la quantitativa
que esperavem. Tot i aixi, el nostre objectiu és obtenir fites de rendiment no
asimptotiques de la mateixa forma. En particular, diem que un estimador de la
mitjana fi,, és L-subgaussid si existeix una constant L > 0 de manera que per a
totes les mides de mostra n i amb probabilitat almenys 1 — ¢, se satisfa

Lo+/log(2/6)
7\/ﬁ .

Val la pena esmentar, en aquest punt, el fet conegut que, si tot el que se
sap és que la distribucié desconeguda és gaussiana, llavors la mitjana empirica

lim [P){“Jn —ul>

l[fn — pl < (2)
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és optima per a totes les mides de mostra © i tots els nivells de confianca &
(vegeu Catoni [8, proposicio 6.1] per a un enunciat precis). A més, la segiient
observacio, establerta per Devroye, Lerasle, Lugosi i Oliveira [17], mostra que
(2) és essencialment el millor que es pot esperar en general, fins i tot si hom
esta interessat en un nivell de confianca fixat:

TEOREMA 1. Sigui n > 5 un numero enter positiu. Siguin u € R, o > 0 i
5 € (2e7"141/2). Aleshores, per a qualsevol estimador de la mitjana [in, existeix
una distribuciéo amb mitjana u i variancia o tal que

[P’{lﬁn—ul > a,/log%/‘s)} > 6.

PROVA. Per trobar la fita inferior, n’hi ha prou de considerar dues distribucions,
P,, P_, ambdues concentrades en dos punts, definits per

P.({0}) =P-({0}) =1-p, Pi({c})=P-({-c}) =p,
onp € [0,1]1ic > 0. Observem que les mitjanes de les dues distribucions
son pp, = pcipp. = —pcique totes dues tenen variancia o2 = c?p(1 — p).

Perai=1,...,n, considerem parells independents de variables aleatories
de valors reals (Xj, Y;) tals que

[P){Xi=Yi=0}=1—]9 i [P{Xi=C,Yi=—C}=}9.
Fixem-nos que X; es distribueix com P, i Y; es distribueix com P-. Sigui
5€(0,1/2).Si6=2e™*ip = (1/(2n))log(2/5), aleshores (utilitzant 1 —p >
exp(—=p/(1-p))),

P{(X1,...,Xn) = (Y1,...,Yn)} = (1 —p)" = 26.

Sigui i, un estimador de la mitjana qualsevol, que possiblement depén
de 6. Aleshores,

max(P{|fn (X)) — pp, | > cp}, P (YY) —pp_| > cp}) =

1 . .
ZEP{Iun(Xl,...,Xn)—upJ>cp 0 |un(Yr,...,Yn) —up_| >cp} =

1 . ~
EP{I’ITL(XI!"'!XYL) = I’l‘VL(Yli---’Y‘VL)} =

%

%[P’{(Xl,...,Xn) =(Y1,...,Yn)} = 0.

%
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A partir de 02 = ¢?p(1 — p) i p < 1/2, tenim que cp = 0+/p/2, i per tant,

) log &
max [P{“Jn(XI,---IXn) _“P+| >0 T}!

N log £
P{|un(Y1,...,Yn>—up_|>a 2 } > 6.

D’aqui se’'n despreén el teorema 1. O

Considerant el teorema 1, el nostre objectiu és dissenyar estimadors que
tinguin un rendiment amb una taxa d’error subgaussiana.

Naturalment, la primera tasca a fer és comprovar si I’elecci6 més obvia
d’estimador de la mitjana —la mitjana empirica— és L-subgaussia per a al-
gun L. D'una banda, és facil veure que, sota determinades condicions sobre la
distribuci6é de X;, la mitjana empirica mostra un rendiment subgaussia. De fet,
si els X; son tals que existeix L > 0 tal que per atot A > 0

L 232 2
FeldXi—t) < p0°A%/L ,

aleshores la mitjana empirica p,, és L-subgaussiana per a tota 6 € (0, 1), tal
com es veu facilment amb la fita de Chernoff.

D’altra banda, els suposits d’aquest tipus son forca restrictius i imposen
condicions fortes sobre el decaiment de la probabilitat de la cua de les X;. Quan
les X; no presenten aquest decaiment de la cua, la mitjana empirica no té per
queé ser subgaussiana.

Per exemple, si assumim només que o existeix (és a dir, que la variancia
de X; és finita), llavors es pot utilitzar la desigualtat de Txebixev. Aquesta
desigualtat implica que, amb probabilitat almenys 1 — §,

_ [1
lH, —ul <o s (3)

No obstant aix0, sota el suposit de la finitud del segon moment, aixo és
essencialment el millor que es pot esperar. Tot i que la fita de (3) decau amb
la mida de la mostra a la velocitat optima de O(n~1/2), la dependéncia del
parametre de confianca ¢ és exponencialment pitjor que a (2). Remetem a
Catoni [8, proposicié 6.2] per a una formulaci6 precisa i per a un exemple
senzill que (gairebé) satura la desigualtat de Txebixev.

Tot plegat condueix a una conclusi6 inevitable: si hom esta buscant un
estimador de la mitjana que sigui subgaussia per a qualsevol variable aleatoria
que tingui una mitjana i una variancia ben definides, llavors cal trobar alter-
natives a la mitjana mostral. Cal dir que, potser sorprenentment, existeixen
estimadors de la mitjana que aconsegueixen un rendiment subgaussia per a
totes les distribucions amb una variancia finita. En les dues seccions segiients
es presenten i s’analitzen dos estimadors forca diferents.
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2.1 L’estimador mediana de les mitjanes

L’estimador mediana de les mitjanes que es presenta a continuacié s’ha propo-
sat de maneres diferents en diversos articles; vegeu Nemirovsky i Yudin [53],
Hsu [28], Jerrum, Valiant i Vazirani [33] i Alon, Matias i Szegedy [1].

L’estimador mediana de les mitjanes divideix primer les dades en k grups
de mida aproximadament igual, calcula la mitjana empirica de cada grup, i
pren la mediana dels valors obtinguts.

Formalment, recordem que la mediana de k numeros reals xi,...,xx € R
es defineix com a M (x1,...,Xx) = X, on x; és tal que

N

14 € [k] = x; =< xi}| zg i1 elklix; =Xl =

(Si hi ha diversos indexs i que s’ajusten a la descripci6 anterior, prenem el més

petit.)

Considerem ara 1 < k < n i dividim el conjunt [n] = {1,...,n} en k blocs
Byq,...,Bg, cadascun d’ells de mida |B;| = |n/k] = 2.

Donat X1,...,X;, calculem la mitjana mostral de cada bloc

1
Zj= 7572 Xi
|BJ| iEBj

i definim I'estimador mediana de les mitjanes com a fi, = M(Z1,...,Zk).

Per copsar de manera intuitiva per qué funciona aquest estimador, obser-
vem que, per a cada bloc, la mitjana empirica és un estimador no esbiaixat
de la mitjana, amb desviacio estandard o /+/n/k. Per tant, la mediana de la
distribucio6 de les mitjanes empiriques per blocs difereix com a maxim o /+/n/k
de I'esperanca. Aixi, doncs, la mediana empirica és un estimador altament
concentrat d’aquesta mediana.

A continuaci6 establim una fita del rendiment de I’estimador. Per simplicitat,
suposem que n és divisible per k, de manera que cada bloc té m = n/k ele-
ments.

TEOREMA 2. Siguin X1, ..., X, variables aleatories independents i distribuides
de manera idéntica amb mitjana p i variancia o?. Siguin m, k enters positius
i suposem que n = mk. Aleshores, l'estimador mediana de mitjanes [i,, amb
k blocs satisfa

P{lfn — pl > ov4/m} < e /8,

En particular, per a qualsevol 6 € (0,1), si k = [8log(1/6)1, aleshores, amb
probabilitat almenys 1 — 9,

N 32log(1/6
\fin — pl sa,/#.



Estimacio de la mitjana: una revisio d’avencos recents 67

PROVA. Per la desigualtat de Txebixev, per a cada j = 1,..., k, amb probabilitat

almenys 3/4,
| 4
|ZJ—[J| <0 %

Aixi, |fin — ul > o+/4/m implica que almenys k/2 dels mitjanes Z; son
tals que |Z; — u| > o+/4/m. Per tant, si Bin(k, 1/4) és una variable aleatoria
binomial (k,1/4),

P{lfin — pl > o/4/m} < P{Bin(k,1/4) > g} -
= P{Bin(k, 1/4) — EBin(k,1/4) > ’;} <
<e kI8,

on en I'altim pas hem utilitzat una fita exponencial estandard per a la cua d’'una
variable aleatoria binomial (per exemple, la desigualtat de Hoeffding [24]). O

El teorema 2 mostra que ’estimador mediana de les mitjanes té un rendi-
ment subgaussia amb L = 8 per a totes les distribucions amb una variancia
finita. Tanmateix, és important assenyalar que 1'estimador [i,, depén del nivell
de confianca 6 ja que el nombre de blocs k es tria en funcio6 de 6. Es tracta d'una
propietat poc desitjable, ja que per a diferents valors del parametre de con-
fianca 6 s’obté un estimador puntual diferent. Malgrat aixo, sense informaci6
addicional sobre la distribuci6, és impossible construir un sol estimador que
sigui subgaussia per a un rang no trivial de valors del parametre de confianca J;
vegeu Devroye, Lerasle, Lugosi i Oliveira [17] per a més detalls. No obstant, en
el teorema 4, que enunciem més endavant, es presenta un resultat més positiu.

Els resultats de Bubeck, Cesa-Bianchi i Lugosi [7] i Devroye, Lerasle, Lugosi i
Oliveira [17] mostren que I'estimador mediana de les mitjanes es pot utilitzar
fins i tot si la distribuci6 de X; té una variancia infinita pero té un moment finit
d’ordre 1 + « per a alguna « € (0, 1). En concret, tenim el resultat segiient:

TEOREMA 3. Sigui x € (0,1] i suposem que X3, ..., X, son variables aleatories
independents i distribuides idénticament amb mitjana u i moment central (1 + x)-
ésim M = E[|X; — u|'*%]. Siguin m, k numeros enters positius i suposem que
n = mk. Aleshores, l'estimador mediana de mitjanes amb k = [81og(2/6) 1 blocs

satisfa
1/« o/ (1+x)
P{lﬁn—u|>8(12M 10g(1/6)> }sé.

n

A més, per a qualsevol estimador de la mitjana [i,, existeix una distribucié amb
mitjana p i moment central (1 + x)-ésim M tal que

N Mlog(2/8) )Y
u»{mn—m > (‘;f“”) > 5.
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La prova de la primera part s’obté demostrant que, si c(«) és una constant
adient que només depen de « i

(I+00)
12 (@) (E1X; - ey (YT
m

aleshores

1 m
P(‘in—u zn) <0.2.
m.o

La prova de la segona afirmacio6 va en la linia del teorema 1.

Acabem aquesta secci6 demostrant que, si la distribuci6 de X té un moment
finit d’ordre 2 + o per a algun « > 0, aleshores ’estimador mediana de mitjanes
té un rendiment subgaussia sota un rang més ampli d’eleccions del parametre k
que compta el nombre de blocs. La fita segiient es deu a Minsker i Strawn [52].
Per simplificar ’exposici6, només considerem el cas « = 1.

TEOREMA 4. Siguin Xy,...,X, variables aleatories independents distribuides
idénticament amb mitjana u, variancia o2, i tercer moment central p = exp | X —
ul3. Siguin m, k niimeros enters positius tals que n = m k. Suposem que

[log(2/96) P
ok + 203y < 1/4. 4)

Aleshores, I'estimador mediana de mitjanes [i,, amb k blocs satisfa que, amb
probabilitat almenys 1 — 6,

N~ 1 log(2/6) pk
[Hn “'SC<U\/ 2n +202n>’

onc = ¢(d~1(3/4)) és una constant, mentre que ¢ i & denoten, respectivament,
les funcions de densitat i de distribucio normals estandard.

Observem que el primer terme a la part dreta de la fita és de forma subgaus-
siana. El segon terme és menor que el primer sempre que el nombre k de blocs

satisfaci
3

k < %«/nlog(Z/é).

En particular, k < 2%3\/71 és suficient per tal d’obtenir un rendiment sub-
gaussia. Aix0 és bo, ja que amb aquesta opci6 I'’estimador no depén del valor
del parametre de confianca ¢ i, simultaniament, ’estimador és subgaussia per
a tot el rang de valors de 6 permesos per la condici6 (4). A més, observem
que es pot triar el nombre de blocs molt més gran que 'eleccié suggerida pel
teorema 2. En particular, k pot ser tan gran com un multiple constant de /7.
En aquest cas, 'estimador mediana de mitjanes és subgaussia simultaniament
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per a tota § = e~ V™ per a una constant cg adequada. El preu a pagar és la hipo-
tesi addicional de I'existéncia del tercer moment. Minsker i Strawn [52] també
demostren que, quan k = o(./n), aleshores, sota les hipotesis del teorema 4,
Jn (i, — p) és asimptoticament normal amb mitjana zero i variancia o27/2.

PROVA. Observem que [i, € [u —a,u +al sia > 0 és tal que

k
1 1 .1 1
E Z H<a = 5 1 E Z ]].ijuzfa > E
j=1 j=1
Demostrem que, amb probabilitat almenys 1 — §, podem prendre

1 log(2/6) pk
1=z <U\/ n 202n>'

A tal efecte, notem que

k
1
E Z ]].ZJ—u<a z(]].zj —u<a [P{ZJ — U= a,})‘f‘

+ ([P’{Zl -—u<aj- IP{G\/% < a}>+

o
IP‘{G\/W < a}
(on G és una variable aleatoria normal estandard).

Notem primer que, per la desigualtat de Hoeffding, amb probabilitat al-
menys 1 — 6/2,

k
L 10g(2/5)

Per al segon terme del costat dret, podem utilitzar el teorema de Berry-
Esseen (vegeu Shevtsova [56]), que implica que

g __pr
P{Z, —u<a} P{Gmsa}z 205y

Per tant, tenim que, amb probabilitat almenys 1 — §/2,

k

1 o /log(2/06) P
Z ]]-Z'*[Jﬁtl > [P){G < a}’ - - .
o 1 Jym 2k 203 /m

Aixi, (1/k) Z§:1 lz,—ps<a = % amb probabilitat almenys 1 — §/2, sempre que

a sigui tal que
Jm 1 log(2/96) P
P{GSQU Z2+\/ 2k +203M'

b
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Si yllog;i/ 9 4 5 03" < 1/4, aleshores n’hi ha prou de considerar valors de a

m

tals que a/m/o < ®-1(3/4). Llavors,

P{Gsam} > l+ca\/ﬁ
o 2 o

amb ¢ = ¢p(®1(3/4)). Per tant, podem prendre

O [log(2/96) p 1 [log(2/6) pk
a_c\/ﬁ( 2k +2U3\/ﬁ>_c(g 2n +202n)'

El mateix argument mostra que, amb probabilitat almenys 1 — §/2,

per I'eleccié de a que hem fet més amunt. O

2.2 L’estimador de Catoni

A continuacio, presentem un enfocament completament diferent per construir
un estimador de mitjanes, introduit i analitzat per Catoni [8]. Per introduir la
idea de Catoni, observem primer que la mitjana empirica f,, és precisament
la soluci6é y € R de I'equaci6

> Xi—y)=0.

i=1

Catoni va proposar substituir el costat esquerre de ’equacio anterior per
una altra funcié estrictament decreixent de y de la forma

Rua(¥) = D> wia(Xi - ),
i=1

on Y: R — R és una funcioé creixent antisimetricai « € R és un parametre. La
idea és que, si ¢/(x) augmenta molt més lentament que x, llavors es redueix
I'efecte de les dades atipiques presents a causa de les cues pesades. Catoni
ofereix tot un ventall de funcions d’influéncia . Per facilitar I’exposicio, triem
una funci6 concreta, com ara

log(1 +x +x2%/2) ifx=>0,

Wi = {—log(l -x+x?%/2) ifx<O.
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Definim I'estimador de la mitjana de Catoni i, com el valor unic 7y tal que
Ryu.«(y) = 0 amb aquesta eleccio de ¢. Com que g (x) < log(l + x + x?/2) per
a tot x € R, tenim que, per a tot y € R,

2(v _ 02T\
[E[eRn,o((y)]S ([E|:1+0((X—y)+a(xzy)]> —

n
<

(o2 + (u— y)2)>

=<1+o<(u—y)+ >

ne?(o? + (u —y)2)>
2 b

< exp <no<(u -y)+

sempre que els X; tinguin una variancia finita 2. Aixi, per la desigualtat de
Markov, tenim que, per a qualsevol y € R fixi é € (0, 1),

no?(o? + (u—y)?)
2

P'{Rn,(x(y) zna(u—-y)+ + 10g(1/5)} <.

Suposem que el parametre « és tal que o202 + 2log(1/8)/n < 1. Aleshores
el polinomi quadratic en y

ne(o? + (u—-1y)»%)
2

noa(u—y) + +log(1/6)

té almenys una arrel. En particular, prenent I’arrel menor

xo? n log(1/6)

2 no
1,1 [7 o o 2log1/s)’
2 + 2\/1 x=o n

Yy=H+

tenim que Ry, «(y+) < 0 amb probabilitat almenys 1 — 6. Com que Ry «(Y)
és estrictament decreixent, aixo implica que [y, < ¥+ amb probabilitat al-
menys 1 — §. Un argument simeétric serveix per a demostrar que [y, > V- amb
probabilitat almenys 1 — 6, on

xo? n log(1/6)

2 no
11 [ g2 2 _ 2logd/s)’
3+ 31— ado? - 2R

Yo =HU-

Ara, mitjancant fites senzilles i escollint el parametre « per tal d’optimitzar
les fites, obtenim la segiient estimaci6 del rendiment.
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TEOREMA 5. Siguin X1, ..., Xy, variables aleatories independents i distribuides
de manera idéntica amb mitjana p i variancia o?. Sigui § € (0,1) tal que
n > 2log(1/8). L'estimador de la mitjana de Catoni i, amb parametre

o 2log(1/6)
= 210g(1/5)
no?(1+ n7201%)g(1/6))

satisfa, amb probabilitat almenys 1 — 20,

N | 202log(1/6)
[tn,o — M| < Wg(l/& (5)

El teorema destaca que, amb un parametre « triat de manera escaient, I’esti-
mador de Catoni té un rendiment subgaussia. Cal remarcar que la constant /2
és la millor possible. Un desavantatge de I'’estimador de Catoni respecte de la
mediana de les mitjanes és que —almenys en la forma donada al teorema—
depén de la variancia o 2. En general, no és realista suposar el coneixement
de ¢2. Si hom substitueix o2 a la formula de « per una fita superior v, llavors
la fita (5) encara es manté si substituim o per v. En cas que no existeixi cap
fita superior bona per a 02, Catoni ([8]) mostra com seleccionar « a partir de les
dades que tenen un rendiment gairebé optim. Huber ([30]) combina I'estimador
mediana de les mitjanes amb 'estimador de Catoni en un procediment de dos
passos i obté un estimador amb la constant del terme dominant optima en la
fita subgaussiana quan |o /u| esta fitada per una constant coneguda.

Un altre problema —compartit amb I’estimador mediana de les mitjanes—
és que l'estimador de Catoni també depén del nivell de confianca requerit 6.
Aquesta dependeéncia, tal com s’ha esmentat anteriorment, és necessaria. Una
solucio6 rapida és utilitzar I’estimador amb un parametre independent de 6, tot
i que 'estimacio6 resultant, naturalment, no podra ser subgaussiana. Una opci6
raonable és & = +/2/(no?). En aquest cas, és facil veure que, sempre que n >
2(1+1og(1/6)), I'estimador de Catoni satisfa, amb probabilitat almenys 1 — 26,

. 0?2 1+log(1/6)
o= Kl <[5 7 Togzo)
n

A causa d'un factor addicional /log(1/6), aquesta fita no és subgaussiana, pero
les probabilitats «subexponencials» de les cues s6n encara no trivials i atils.

2.3 Mitjana retallada

L’intent més natural de millorar el rendiment de la mitjana empirica és potser
el d’eliminar possibles valors atipics mitjancant un truncament de X. De fet,
I'estimador anomenat mitjana retallada (o mitjana truncada) es defineix elimi-
nant una fracci6é de la mostra, que consisteix en els en punts més grans i més
petits per a algun parametre € € (0, 1), i després fer la mitjana sobre la resta.
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Aquesta idea és una de les eines més classiques en estadistica robusta i reme-
tem a Tukey i McLaughlin [60], Huber i Ronchetti [32], Bickel [3] i Stigler [58]
per consultar els primers treballs sobre les propietats teoriques de I'estimador
mitjana retallada. No obstant aixo, fa ben poc que es va introduir la propietat
subgaussiana no asimptotica de la mitjana retallada. En efecte, Oliveira i Orens-
tein ([54]) van demostrar que, si s’escull € proporcionalment a log(1/5)/n,
aleshores I'estimador mitjana retallada té un rendiment subgaussia per a totes
les distribucions amb una variancia finita.

Per mostrar de la manera més senzilla com funciona aquesta idea, a conti-
nuacioé analitzem una variant senzilla de I'’estimador mitjana retallada.

L’estimador divideix les dades en dues parts iguals. Una meitat s'utilitza
per a determinar el nivell de truncament correcte. Amb els punts de I'altra
meitat se'n calcula la mitjana, sense tenir en compte les dades que queden fora
de la regi6 de truncament. Per comoditat de notacid, suposem que les dades
consisteixen en 2n copies independents de la variable aleatoria X, denotades
per Xi,..., Xy, Y1,..., Y.

Per a « < f3, definim la funcié de truncament

B six >,
bap(x) =1x six e [«x,pl],

X Six <q,

i per a x1,...,xm € R sigui x; < x5 < --- < x7% la seva reordenacié no
decreixent.
Un cop establerta aquesta notacio, la definicié de 'estimador és la segilient:
(1) Donat el nivell de confianca & > 8e~3"/16 definim
161og(8/9)
£E= —7——.
3n

(2) Siguin ox = Y3 i B = Y(’ifem (assumint, per simplificar, que en és un
enter) i definim

1 n
ﬁZn = Z (l)D(,B(Xi)-
n i=1

TEOREMA 6. Siguin Xi,...,Xn, Y1,...,Yy, variables aleatories independents i
distribuides de manera idéntica amb mitjana p i variancia 2. Sigui 6 € (0,1)
tal que n > (16/3)1og(8/6). Aleshores, amb probabilitat almenys 1 — 9,

~ log(8/6
|Hon — pl < 90,/%.

PROVA. Comencem demostrant que el nivell de truncament és proper als
quantils adequats de la distribuci6. Amb aquesta finalitat, per a p € (0,1),
introduim els quantils

Qp=sup{M eR:P{X=M}=1-p}.
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Per facilitar 'exposicid, suposem que X té una distribucié no atomica.
(Aquesta suposicié no és necessaria, pero simplifica la notaci6.) En aquest cas,
P{X>Qp} =P{X=Qp}=1-p.

Mitjancant una aplicaci6 senzilla d’'una desigualtat de cua binomial
(en particular, la desigualtat de Bernstein), amb probabilitat almenys
1 —2exp(—(3/16)en), tenim tant que

Hie[n]:Yi= Qi) =en
com que
[Hie[n]:Yi<Qieptl =z (1 -8)n.

Aix0 implica que, amb probabilitat almenys 1 — 2 exp(—(3/16)en),

Q1-2¢ < Y(ji_g)n = Ql—e/Z- (6)

Seguint el mateix argument, amb probabilitat almenys 1 -2 exp(—(3/16)&en),

QE/Z =< Y;;q = QZE- (7)

A partir d’aqui, simplement necessitem provar que |E¢yg(X) — | és petit i
que (1/n) X1, ¢pup(Xi) es concentra al voltant de la seva mitjana.

Per al primer pas, considerem I'’esdeveniment E consistent en el fet que tant
(6) com (7) sOn certes. Aquest esdeveniment té una probabilitat d’almenys 1 —
4exp(—(3/16)en) = 1 - 6/2. En I'esdeveniment E,

|[E[Ppap(X)Y1,...,Yu] -l <
= |[E[(X_ (X)]]-XSO(|Y11"'1Y‘VL]| + |[E[(X_ﬂ)]]-XZ,3|Y1!’Y1’L]| =
< |E(X — Q26) 1x<oe | + 1E(X — Q1-26) 1x>0, |-

Per a relacionar aquests dos termes, cal tenir en compte que, per la desi-
gualtat de Txebixev,

0%

2e =P{X 2 Q1 9¢} < ————,

= Quoaed = (o 7 "

i, en particular,
o
Qroe = p+ N
Per tant, per la desigualtat de Cauchy-Schwarz,
[E(X — Q1-26)1x50Q,0. | = [E(X =) = (Q1-2¢ — 1)) L x20Q, .| <

<E[(X =) |1x20, 5 + (Q1-2¢ = W)P{X = Q1-2¢} <

< OPIX =2 Q1-2¢} +26(Q1-2¢ — ) <
< 0+/8¢.
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Un argument simétric prova que |E(X — Q2¢)1x<q,. | < 0/8¢, 1 per tant, en
I'esdeveniment E, tenim que

IE[pap(X)|Y1,..., Ynl - ul < 0/32¢ < 60, /@

per a la nostra eleccio de €. A continuacio, considerem

7 =

S|

> PapXi) — ElPaps(X)Y1,..., Ynl
i=1

i observem que

M=

Z = ‘l)(x—u,ﬁ—u(xi M) - [E[¢a—u,ﬁ—u(x - WIY1,..., Yl

S[=

i=1

Per tant, en I'esdeveniment E (que només depén de Yi,...,Yy), Z és una
mitjana de variables aleatories centrades que esta fitada punt a punt per M =
max{|Q¢2 — ul,|1Q1-¢2 — ul} < 0+/2/¢ila variancia de la qual és com a maxim
o2. Per tant, per la desigualtat de Bernstein, amb probabilitat almenys 1 — §/2,

7 <o 2log(2/96) N log(2/6)0+2/¢ <30 log(2/5)_
V n n n

Ajuntant totes les peces, obtenim la fita anunciada. i

A més de la seva senzillesa conceptual, un avantatge important de la mitjana
retallada en comparacié amb altres estimadors amb rendiment subgaussia és
que és robusta a la contaminaci6é antagonista de les dades. Aquesta propietat
es va formalitzar i demostrar a [47], on també se'n presenta i analitza una
extensio multivariant.

Tanquem aquesta seccié observant que, en un treball recent, Lee i Va-
liant ([41]) construeixen un estimador subgaussia amb la constant (gairebé)
optima L = +/2 + 0(1). El seu estimador es basa en una combinacié intelligent
de mediana de les mitjanes, mitjana retallada i estimador de Catoni. Per una
altra banda, Minsker i Ndaoud ([51]) van proposar un enfocament diferent. Igual
que la mediana de mitjanes, el seu estimador de la mitjana també comenca
calculant mitjanes empiriques en blocs disjunts de les dades. A continuacio,
tornen a ponderar les mitjanes del bloc en funcio6 de la seva desviacié estandard
empirica. Utilitzant propietats no trivials de sumes autonormalitzades, obtenen
un estimador que no només és subgaussia siné que també és asimptotica-
ment eficient, en el sentit que I'estimador és asimptoticament normal amb una
variancia asimptotica tan petita com sigui possible en el sentit minimax.
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3 Estimacio de la mitjana d’un vector aleatori

A continuacio, discutim les extensions del problema d’estimaci6 de la mitjana al
cas multivariant. Per tal d’establir el problema, considerem un vector aleatori X
que pren valors a R%. Suposem que el vector de mitjanes y = EX i la matriu de
covariancia = = E(X — u) (X — u)T existeixen. Donades n mostres independents
i distribuides de manera idéntica Xj,..., X, extretes de la distribuci6 de X,
volem estimar el vector de mitjanes.

Igual que en el cas univariant, una eleccié natural és la mitjana mostral
o, = (1/n) X", Xi, que té un comportament gairebé optim sempre que la
distribuci6 tingui una cua prou lleugera. Tanmateix, com passa en el cas
univariant, sempre que ens preocupin les cues pesades, cal evitar la mitjana
mostral ja que pot tenir un rendiment suboptim.

3.1 Rendiment subgaussia

Hem vist diversos exemples d’estimadors de mitjanes amb un rendiment
subgaussia. Per tal d’establir correctament el nostre objectiu per al cas d-di-
mensional, primer hem d’entendre que vol dir «rendiment subgaussia». Com
en el cas univariant, hom voldria construir estimadors que fossin «a prop» de
la veritable mitjana y amb «alta probabilitat». A partir d’ara, || - || denotara la
norma euclidiana habitual a R4.

Si X té una distribucié6 normal multivariant amb vector de mitjanes u
i matriu de covariancia X, llavors la mitjana mostral ,, també és normal
multivariant amb mitjana y i matriu de covariancia (1/n)2. Aixi, per a tott > 0,

P{IlE, — ull = Elfg, — pll +t} = PUIXI - EIX] = t/n},

on X és un vector gaussia en R4 amb mitjana zero i matriu de covariancia 3.
Una propietat clau dels vectors gaussians és que X té la mateixa distribucio
que 21/2Y, on Y és un vector normal estandard (és a dir, amb una matriu de
covariancia igual a la identitat i amb mitjana zero) i =!/2 és ’arrel quadrada
semidefinida positiva de X. Observem també que per a tots els y, v’ € R4,

IZ2y = 1= 2 | < 1=y = )1 < 122 )z - Ly = 27,

on ||2'/2|[,_, és la norma espectral de Z!/2. Aixi, 31/?2y és una funcio de
Lipschitz de y € R4 amb una constant de Lipschitz ||Z1/2|]>.2 = \/Amax, ON
Amax = Amax(Z) denota el valor propi més gran de la matriu de covariancia 3.
Ara, de la desigualtat de concentracié gaussiana de Tsirelson, Ibragimov i
Sudakov [14] (vegeu també Ledoux [39] i Boucheron, Lugosi i Massart [6] per a
més informacio), es dedueix que

P{IXI — EIX| = tyn) < e "/ @Amad),
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Observant que

EIXI < \EIXI2 = Tr(),

on Tr(X) és la traca de la matriu de covariancia X, tenim que, per a 6 € (0,1),
amb probabilitat almenys 1 — 9,

L, — ull < \/Tr;lZ) + \/ZAmaXIOg(l/(S) . ®)

n

Aixi, en el cas multivariant, direm que un estimador de la mitjana és sub-
gaussia si, amb probabilitat almenys 1—9, satisfa una desigualtat de la forma (8)
(amb factors constants possiblement diferents). Observem que, per a qualsevol
distribucié amb mitjana p i matriu de covariancia 3, I’error quadratic mitja de
la mitjana empirica és igual a

Tr(Z
Bl — pl2 = &)

En particular, E|m,, — pll < w%. Una caracteristica important de la pro-
pietat subgaussiana (8) és que les fluctuacions aleatories estan controlades per
la norma espectral Apnax de la matriu de covariancia, que possiblement és molt
més petita que Tr(X), la suma de tots els valors propis de 3.

3.2 Mediana de mitjanes multivariant

Per a distribucions no gaussianes i possiblement de cua pesada, no es pot
esperar un comportament subgaussia de la mitjana mostral semblant a (8).

Com a alternativa, es pot intentar estendre I'’estimador mediana de mitjanes
al cas multivariant. Una idea obvia és dividir les dades en blocs disjunts, calcular
la mitjana empirica dins de cada bloc i calcular una mediana multivariant de
les mitjanes empiriques obtingudes. Tanmateix, no hi ha una noci6 estandard
de mediana per a dades multivariants, i no esta del tot clar quina definicié de
mediana multivariant funciona millor per als estimadors medianes de mitjanes.
Entre les nombroses possibilitats, esmentem la mediana per coordenades,
la mediana geomeétrica (o espacial), la mediana de Tukey (o de semiespai), la
mediana d’Oja i la mediana de Liu; vegeu la revisié de Small [57], que conté, a
més, referéncies rellevants.

Independentment de quina noci6 de mediana multivariant decidim adoptar,
comencem dividint [n] = {1,...,n} en k blocs By, ..., Bx, cadascun dels quals
de mida |B;| = |n/k] = 2. Aqui, k és un parametre de I'estimador que es
triara més endavant. Per simplificar, suposem que k m = n per a algun enter
positiu m. Com abans, calculem la mitjana mostral dels vectors aleatoris dins
de cada bloc: pera j =1,...,k, considerem
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El primer intent més natural és, possiblement, definir fi,, com el vector de les
medianes coordenada a coordenada de les Z; (és a dir, la {-ésima component
del vector [i, és la mediana de les £-ésimes components de Zi,..., Zk, per
a { € [d]). Aleshores, el teorema 2 i la fita de la uni6 (desigualtat de Boole)
impliquen que, per a qualsevol 6 € (0,1), prenent k = [8log(1/d)], amb
probabilitat almenys 1 — 9§,

. 32Tr(=)log(d/d)
|y — pll < \/ "

on hem utilitzat el fet que Tr(2) = E||X — EX||2 és la suma de les variancies de
les d components de X. Clarament, aquesta fita queda lluny de la desigualtat
subgaussiana (8) per diverses raons. En primer lloc, no és independent de la
dimensio ja que d hi apareix explicitament. Segurament, pero, és més important
encara que log(d/d) ve multiplicat per Tr(X) en lloc de Apax(X), i aixo pot ser
una diferéncia rellevant en problemes d’alta dimensio, especialment quan hom
esta interessat en probabilitats d’error petites. Un exemple illustratiu és quan
tots els valors propis de X son identics i iguals a Apax. Si la dimensiod d és
gran, I'expressio (8) és de 'ordre de /(Amax/7) (d +log(1/5)) mentre que la
fita anterior només dona l'ordre /(Amax/n) (dlog(d/95)).

De tota manera, aixo es pot millorar amb forca facilitat amb una nocié
diferent (no estandard) de mediana a la definici6é de I'estimacio: triem fi,, com
el punt de R% que té la propietat que la bola euclidiana centrada en fi,, que
conté més de k/2 dels punts Z; té un radi minim. Com que E||Z; - Ul =
Tr(X)/m, per la desigualtat de Txebixev, [|Z; — ull < v := 24/Tr(Z)/m amb
una probabilitat d’almenys 3/4. Aixi, escollint k = [8log(1/6)], tenim que,
amb probabilitat almenys 1 — §, més de la meitat dels punts Z; compleixen

12— ull < 7.

Denotem ara aquest esdeveniment amb E (aixi, P{E} > 1 — §.) En ’esdeveni-
ment E, aquest radi és com a maxim 7. Per tant, almenys un dels Z; es troba a
la distancia » tant de u com de [i, i, per la desigualtat triangular, ||, —ull < 2r.
Hem obtingut, doncs, la proposicié segiient.

PROPOSICIO 7. Siguin Xi,..., X, vectors aleatoris i.i.d. en R* amb mitjana p i
matriu de covariancia X. Sigui § € (0,1) i sigui [i, 'estimador definit anterior-
ment amb k = [8log(1/6)]. Aleshores, amb probabilitat almenys 1 — ¢,

~ Tr(X)(8log(1/6) + 1)
|ty — ] s4\/ ” .

La fita de la proposicioé 7 és remarcable ja que no depen de la dimensi6
i no es fa cap hipotesi que no sigui I’existencia de la matriu de covariancia.
Tanmateix, encara no assoleix una fita de rendiment subgaussia que s’assembli
a (8). A més, la nocié de mediana utilitzada aqui (és a dir, el centre de la bola
meés petita que conté almenys la meitat dels punts) és problematica des del
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punt de vista computacional, ja que calcular aquesta mediana és un problema
no trivial.

Una versi6 calculable de manera eficient d’'una mediana multivariant és
I’'anomenada mediana geométrica, definida com a

k
fin = argmin > [|Z; — m|.

meRd 1

Aquest estimador va ser proposat per Minsker [50] i independentment
per Hsu i Sabato [29] (vegeu també Lerasle i Oliveira [43]). En particular,
Minsker ([50]) va demostrar que aquesta versié multivariant de ’estimador
mediana de les mitjanes assoleix un rendiment semblant a la proposici6é 7. A
més, calcular la mediana geometrica i, per tant, I'’estimador mediana de les
mitjanes multivariant, implica resoldre un problema d’optimitzacié convex.
Aixi, la mediana geometrica es pot aproximar de manera eficient; vegeu Cohen,
Lee, Miller, Pachocki i Sidford [15] per al resultat més recent i per a la rica
historia del problema. Remetem el lector a Aloupis [2] per a una revisi6 dels
aspectes computacionals d’altres nocions diverses de medianes multivariants.

Per a un estimador de la mitjana molt diferent, basat en la idea de la
mediana de les mitjanes amb garanties «gairebé» subgaussianes perd amb un
cost computacional important, vegeu Joly, Lugosi i Oliveira [34].

Per tal d’aconseguir un rendiment realment subgaussia, hem de definir un
nou estimador. A continuacio, en definim un que aconsegueix el rendiment
desitjat: aquest estimador es va introduir a [46], basat en la idea de torneigs
de mediana de mitjanes. També esmentem un altre estimador, proposat a [47],
que es defineix a partir d'una extensié multivariant de I’estimador mitjana
retallada. Tanmateix, abans de presentar aquestes estimacions, recordem un
estimador molt diferent introduit per Catoni i Giulini [10].

3.3 Llindar de la norma: I’estimador de Catoni-Giulini

En aquesta secci6 discutim breument un estimador notablement senzill, sugge-
rit i analitzat per Catoni i Giulini [10]. L’estimador de Catoni-Giulini és

0 —liX'min<1 L) 9)
" n = ! T lIXill )’

on « > 0 és un parametre (petit). Fixem-nos que [, és simplement una mitjana
empirica dels Xj, on els punts que tenen una norma gran es fan tendir a
zero. Aquesta estimaci6 és trivial de calcular, a diferéencia dels estimadors
més complexos que discutirem a la subsecci6 3.4. D’altra banda, val a dir que
fer tendir a zero és una mica arbitrari i antinatural. De fet, ’estimador no és
invariant per translacions de les dades en el sentit que [, (X1 + a,..., Xn + a)
no és necessariament igual a [, (X1,...,Xn) +a quan a = 0.
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Catoni i Giulini demostren que, si es tria el parametre com a

o - /clog(l/é)’
vn

on v = Apax i ¢ > 0 és una constant numerica, aleshores 1’estimador (9)
compleix, amb probabilitat almenys 1 — 6§,

W — il < cJ(T”Z’ + v+ ul?) log(1/5)

n

on C és una constant que només depén de c. Aquesta fita és similar pero
més feble que la de la proposicié 7, principalment a causa de dos fets. En
primer lloc, 'estimador requereix un coneixement previ (una bona fita supe-
rior) de Apmax, mentre que I'estimador mediana geomeétrica de les mitjanes no
assumeix aquesta informacio preévia. En segon lloc, ||u||? apareix a la fita su-
perior que, a priori, pot ser arbitrariament gran en comparacié amb Tr(X). La
presencia d’aquest terme es deu a la manca d’invariancia per translacions de
I'estimador. Aquest segon problema es pot solucionar mitjancant la definicié
d’un estimador de dues etapes: primer es pot utilitzar un estimador invariant
per translacions com la mediana geomeétrica de mitjanes definit a la secci6
anterior per tal d’obtenir una estimacié aproximada de la mitjana. Aleshores,
utilitzant un nou conjunt de dades independents, es poden centrar les dades
a la mitjana estimada i després utilitzar ’estimador de Catoni-Giulini per a
les dades centrades. Aquest nou estimador és invariant per translacions, i el
terme ||u||? es pot substituir per I'error quadratic de I’estimador del primer
pas, és a dir, per Tr(X) log(1/6) /n. Pero, fins i tot amb aquesta modificacio, la
fita no és subgaussiana en el sentit de (8).

Tanmateix, és remarcable que el rendiment de I’estimador de Catoni-Giulini
s’acosti a ser subgaussia en el sentit desitjat amb només una petita hipotesi
addicional. En particular, si E||X||? < o per a alguns 8 > 2, llavors, amb la
mateixa eleccié de « que I'anterior, tenim que

N vlog(1/9) (Tr(Z) +v) Kg

on kg és una constant que depén de f i del f-¢sim moment de ||X||. Aixi, si
el parametre anterior v és una bona estimacid de Anax €n el sentit que esta
fitat per un multiple constant, aleshores els dos primers termes de la fita
son de la forma subgaussiana desitjada. El tercer terme és d’ordre més petit,
encara que, novament, pot ser arbitrariament gran si la mitjana esta lluny de
I’origen, cosa que es pot solucionar fent ’estimador més complex. Remetem
a Catoni i Giulini [9] per a altres estimacions amb un esperit similar i per a
meés discussio sobre la qiiestio. Les tecniques de demostracio de [9, 10] es
basen en les anomenades desigualtats PAC-bayesianes, els detalls de les quals
sobrepassen ’abast d’aquesta revisio.
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3.4 Torneigs de mediana de mitjanes

En aquesta secci6 introduim un estimador de la mitjana, proposat per Lugosi
i Mendelson [46], amb un rendiment subgaussia per a totes les distribucions
la matriu de covariancia de les quals existeixi. L’estimador que es presenta a
continuaci6 és I’exemple primari i més senzill del que anomenem torneigs de
mediana de mitjanes.

Recordem que partim d’una mostra X, ..., X, de vectors aleatoris i.i.d. a R<.
Com en el cas de ’estimador mediana de les mitjanes, comencem dividint el
conjunt {1,...,n} en k blocs By,...,Bx, cadascun dels quals de mida |B;j| =
m = |n/k], on k és un parametre de I'’estimador el valor del qual depén del
nivell de confianca desitjat, tal com s’especifica a continuacio6. Per simplificar
la presentacio, suposem que n és divisible per k i, per tant, |B;| = m per a tot
j=1,... k.

Definim la mitjana mostral dins de cada bloc com a

1
ZJ-:aZXi.

icB;
Per a cada a € R4, sigui

T.={xeR?:3Jc[k] tal que |J|>k/2 i, per a totje ], IZj—x| <lZj-all}(10)

i definim I'estimador de la mitjana com a

[y € argminradi(T,),
acR4

onradi(Ty) = Supyer, [Ix — all. Aixi, [, es tria per a minimitzar, sobre tot a €
R4, el radi del conjunt T, definit com el conjunt de punts x € R4 per als quals
IZ; — x|l < |IZj—all per alamajoria dels blocs. Si hi ha diversos minimitzadors,
se’n pot triar un qualsevol.

El conjunt T, es pot veure com el conjunt de punts de R que estan almenys
tan a prop del navol de punts {Z1,..., Zx} com el punt a. L'estimador [i,, s’obté
minimitzant el radi de T,.

Observem que sempre s’aconsegueix el minim. Aix0o es deu al fet que
radi(T,) és una funcié continua de a (ja que, per a cada a, T, és la intersecci6
d’'una uni6 finita de boles tancades, i els centres i radis de les boles tancades
son continues en a).

Es pot interpretar argmin,cra radi(T,;) com una altra nocié multivariant de
la mediana de Z,..., Zx. De fet, quan d = 1, és una elecci6 particular de la
mediana i I'estimador coincideix amb I’estimador mediana de les mitjanes.

La fita de rendiment segiient mostra que I’estimador té el rendiment sub-
gaussia desitjat.



82 Gabor Lugosi

TEOREMA 8 (LUGOSI I MENDELSON [46]). Sigui 6 € (0,1) i considerem 'estima-
dor de la mitjana [i,, amb el parametre k = [20010og(2/5)]. Si X1,...,Xn sOn
vectors aleatoris i.i.d. a R* amb mitjana u € R4 i matriu de covariancia 3,
aleshores per a tot n, amb probabilitat almenys 1 — 6,

i — pll < max(gﬁo\/Trf) , 240\/2\’“*1(;*(;(2/(5)).

Igual que la fita de rendiment de la proposicio 7, el teorema 8 és «infinito-
dimensional» en el sentit que la fita no depén explicitament de la dimensio d.
De fet, el mateix estimador es pot definir per a vectors aleatoris que prenguin
valors en espais de Hilbert i el teorema 8 continua sent valid mentre Tr(X) =
E|lX — u||? sigui finit.

El teorema 8 és despren del resultat segiient.

TEOREMA 9. Utilitzant la notacio previa i fixant

v = max<960\/ﬁ, 240\/m>’
n n

amb probabilitat almenys 1 — 8, per a qualsevol a € R tal que ||a — u|| = v, es
€ Zj—all > |1Zj—ull per amés de k/?2 indexs j. En altres paraules, |la—ull = v
implica que a ¢ T,.

El teorema 9 implica que per a una collecci6 «tipica» Xi,...,Xn, u és més
proper a la majoria dels Z; en comparacié amb qualsevol a € R4 que estigui
prou lluny de p. Obviament, per a una collecci6 arbitraria xi,...,x, C R4, ni

tan sols cal que existeixi aquest punt, i és sorprenent que per a una configuracié
tipica i.i.d. y satisfaci aquesta propietat.

El fet que el teorema 9 impliqui el teorema 8 és senzill. De fet, la defini-
ci6 de [i, i el teorema 9 impliquen que, amb probabilitat almenys 1 — §,
radi(T;,) < radi(T,) < r. Com que, o bé u € T, o bé i € Ty, llavors se-
gur que ||, — ul| <7, tal com es demana.

Certament, les constants que apareixen al teorema 8 no sén optimes; es van
obtenir amb I'objectiu de fer la demostracié més transparent.

La demostraci6 del teorema 9 es basa en la idea segiient. La mitjana u és el
minimitzador de la funcié f(x) = E||X — x]||2. Un enfocament possible és utilit-
zar les dades disponibles per a endevinar, per a qualsevol parell a, b € R4, si
f(a) < f(b).Una opci6 natural és fer servir un estimador mediana de mitjanes
per tal de decidir quin dels dos és millor. El «torneig» és simplement una
manera de comparar cada parell, tal com es descriu a continuacio.t

1 Tal com expliquem a continuacio, n’hi ha prou d’assegurar-se que la comparacio6 és correcta
entre u i qualsevol punt que no estigui massa a prop de p.
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Per definir el torneig, recordem que [n] esta dividit en k blocs disjunts

Bi,...,By de mida m = n/k. Per a a,b € R4, diem que a derrota b si
1
— > (Xi=blI* - IX; —al?*) >0 (11)
m .
lEBJ'

en més de k/2 blocs B;. El principal lema técnic és el segiient.

LEMA 10. Sigui § € (0,1), k = [2001og(2/5)1, i definim

Y= max<960\/ﬁ, 240\/m>_
n n

Amb una probabilitat almenys 1 — 8, u derrota tots els b € R4 de manera que
b —ull =7r.

El resultat del lema 10 és raonable: si ||b — u|| és prou gran, aixo es reflectira
en els «valors tipics» de ([X; — ul)iL, i (IIX; — bl)}L,. La comparaci6 dels
valors mitjancant (11) assegura «estabilitat», i el fet que b estigui lluny de u
es mostra amb alta probabilitat. Subratllem que I'estimacié de probabilitat ha
de ser uniforme en b. Aquestes estimacions uniformes esdevindran un tema
recurrent en el que resta d’article.

PrROVA. Notem que
IXi=bIP=11Xi—pll* = 1 Xi—p+pu—bI*=1Xi—pll* = =2(Xi—pu,b—p) +|Ib—pll?,

definim X = X — p i denotem v = b — u. Aixi, per a un b fix que satisfaci
Ilb — ull = v, u derrota b si

~2 S Xyv 4 vl >0
m

i€B;

a la majoria dels blocs Bj;.
Per tant, per a demostrar la nostra afirmacié necessitem que, amb probabili-
tat almenys 1 — 8, per a cada v € R4 amb ||v| = 7,

—% S (X v) + ]2 > 0 (12)

lEBj

en més de k/2 blocs B;. Clarament, n’hi ha prou de demostrar que (12) es
compleix quan |[v] = 7.

Considerem un v € R4 fix amb ||v|| = 7. Per la desigualtat de Txebixev, amb
una probabilitat d’almenys 9/10,

> (Xi,v)

i€B;

X 2
<+/10 Mngonv” m’
m m

1
m
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on recordem que Apax €s el valor propi més gran de la matriu de covariancia X
de X. Aixi, si

r = vl = 4v10, /202, 13)
aleshores amb probabilitat almenys 9/10,
2
2 S Xvye (14)
m 2
i€B;

Aplicant la desigualtat de Hoeffding ([24]), obtenim que (14) és certa per
a un sol v amb probabilitat almenys 1 — exp(—k/50) en almenys 8/10 dels
blocs B;.

Ara ho hem d’estendre a tots els vectors amb norma * a partir d’'un vector
fix v. Per tal de demostrar que (14) és certa simultaniament per a totsels v € r -
S$4-1 en almenys 7/10 dels blocs B i, primer considerem un conjunt Vi C - S d-1
maximal i e-separat respecte a la norma L»(X). En altres paraules, V; és un
subconjunt de 7 - §4~! de cardinalitat maximal tal que per a tots els vy, v, € Vi,
lvi—v2ll,x) = (V1—v2,2(v1 —v2))/? > €. Podem estimar aquesta cardinalitat
per la desigualtat «dual de Sudakov» (vegeu Ledoux i Talagrand [40] i també
Vershynin [64] per a una versié amb la constant especifica utilitzada aqui): la
cardinalitat de V; esta fitada per

1727\ 2
mwwwml<ﬂﬁﬂ”]>,

32 €lr

on G és un vector normal estandard a R%. Observem que per a qualsevol a € R4,
Ex{a,X)? = (a,Za) i, per tant,

E[(G,2G)'?] = EG[(Ex[(G, X)*D'/?] < (ExEG[(G,X)*])!/? =

= (E[IX)?]D2 = \Tr(2).

Per tant, fixant

€=27r (iTr(Z))l/Z, (15)

tenim |V;| < 2eX/190 j per la fita de la uni6, amb probabilitat almenys 1 —
2e7k/100 > 1 _ §/2,(14) és valida per a tots els v € V; en almenys 8/10 dels
blocs B;.

A continuaci6, comprovem que la propietat (12) es compleix simultaniament
per a tots els x amb [ x|| = 7 en almenys 7/10 dels blocs B;.

Per a cada x € v - S4-1, sigui v, '’element més proper a x en V; respecte a
la norma L, (X). N'hi ha prou de demostrar que, amb probabilitat almenys 1 —
exp(—k/200) =1 -6/2,

k
1
sup Z Lilm-1 Sicp, (Kix—vadl=re/a) < 19 (16)

xer-§d-1 k
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De fet, en aquest esdeveniment es dedueix que per a cada x € v - S9°1,
almenys en 7/10 dels blocs Bj;, tant

2 - —r? 1 - 1 - re
“m z(Xi,vx>ZT com Z‘m z(Xi,X>—a z(xi,vx> <?

iGBj iGBj l'GBj

se satisfan i, per tant, en aquests blocs, —% ziegj (Xi,x) +7r% > 0, tal com
voliem.

Queda per demostrar (16). Observeu que

k 41 k
~ ]l{\m*lZieBJ(Yi,X—vx)\zrzM} = 2k Z

&=

J

Com que ||x — Vxll,x) = VE(X, X — Ux)? < €, es dedueix que, per a cada j,

[E‘rln > (X, x — Ux) s\/[E[(X’X_v">2] <€

iEBJ' m - \/ﬁ
i, per tant,
1 X
E sup o D Limt Sy, Rix—vil2r2 14} <
xer-sd-1 R J
4 1& (1 1 4e
<—E sup =+ ( (Xi, X —Vx) —[E‘ (Xi, X —Vx) )+ .
TZ XEY-Sdﬁlng:l migj ' g migﬁ:j l g TZM
- -~ Y ——
(A) (B)
Per fitar (B), notem que, usant (15),
4e (Tr(Z))”Z 1_1
riym n ¥ ~ 60
sempre que
1/2
72480(“(2)) .
n

Podem fitar (A) mitjancant técniques estandard de processos empirics com
ara la simetritzacio, la contraccié per a mitjanes de Rademacher i la dessi-
metritzaci6. En efecte, si 0q,..., 0, son variables aleatories de Rademacher
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independents (és a dir, P{o; = 1} = P{o; = —1} = 1/2), independentment de
tots els X;, aleshores

8 —
(A) < 5E sup ZUJ - z<Xi,x—vx)

xer-Sd-1 k icB;

(per una desigualtat de simetritzaci6 estandard;

vegeu, per exemple, [62, Lemma 2.3.6])

8 1 &
SfZ[E sup EZ Z(XL,X VUx)

xer-§4-1 lGBJ

(per un lema de contraccié per a mitjanes de Rademacher; vegeu [40])

N

16 1
< 5E sup |- D (Xi,x — V)

xer-§d-1 i=1

(vegeu una altra vegada [62, Lemma 2.3.6])

Z (Xi,

(observem que || x — Vx| < 27)

32
<—E sup
L Ht\|<1}

_32 JEIXIE 32 (Tr(2)>”2 1

T or mor n =30
1/2
sempre que r > 960 (Tnz ) .

Aixi, per a
1 X
Y = sup x Z Lipm1 50p (Kixc—vy) 212 /4}>
xer-§a-1 j=1 J

hem demostrat que EY < 1/60 + 1/30 = 1/20. Finalment, per a obtenir (16),
n’hi ha prou de demostrar que P{Y > EY + 1/20} < e ¥/200 que es desprén de
la desigualtat de diferencies fitades (vegeu, per exemple, [6, teorema 6.2]). O

Demostracio del teorema 9 El teorema 9 es dedueix facilment del lema 10.
Fixem un bloc B;j i recordem que Z; = % Ziij X;. Siguin a, b € R4. Aleshores,

— z (I1Xi = all®* = 1X; = b|I*) = — Z (IXi =b = (a-D)II> = IX; - b|I*) =

leBJ leBJ

- Z (Xi =b,a—Db) + lla-bl* = (x).

teBJ
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Observem que —% Zi€3j<Xi—b,a—b):—2(% Siep, Xi—b,a-b) = -2(Z;~
b,a — b), i, per tant,
(%) =-2(Zj—b,a-b)+|la-b|* =
-2(Zj—b,a-b) +lla-bl*+11Zj - bl* - 1Zj - b|* =
=Zj—-b—(a-Db)I*-Z;j-bl* = 1Z; - all* - |1 Z; - bl*.

En conseqiiencia, (*) > 0 (és a dir, b derrota a al bloc Bj) si i només si
1Z; - all > 1Z; - bl\.

Recordem que el lema 10 estableix que, amb probabilitat almenys 1 — §, si
la — pll = r, lavors en més de k/2 blocs Bj, % Sies; (I1Xi — all® = 1X; — pull?) >
0, que, segons I'argument anterior, és el mateix que dir que almenys per a
k/2 indexs j, es compleix que || Z; — all > |1 Z; — pll.

Reflexionant-hi, queda clar que les idees utilitzades en la demostraci6 del
teorema 8 soén forca generals. De fet, son al cor del métode de la bola petita
introduit per Mendelson [48] (vegeu també [49] per a metodes de caire similar).
El meétode de la bola petita s’aplica en situacions molt més generals que el
teorema 8. Per tal d’explicar com se’n pot estendre I'argument, tornem a
esbossar els tres passos que ens han permés comparar cada b i u:

(1) Per a qualsevol b fixat de R4, obtenim una fita que es compleix amb una
alta probabilitat.

(2) Aleshores, gracies al’estimaci6 amb alta probabilitat de (1), podem invocar
la fita de la uni6 i controlar una collecci6é gran (pero encara finita) de
punts.

Tenim total llibertat per a triar aquesta colleccio, i la seleccionem com
una xarxa de radi € al conjunt en qiiestio.

(3) La part crucial de I'argument és passar del control que tenim en cada punt
de la xarxa al control uniforme desitjat a tota la classe; concretament,
mostrem que si un «centre», és a dir, un element de la xarxa, té un bon
comportament,? llavors el mateix és cert per a qualsevol punt prou proper
al centre. Amb aquesta finalitat, mostrem que les «oscillacions aleatories»
no destrueixen el bon comportament d’un centre en gaires blocs.

3.5 Consideracions computacionals

Un tema important que hem passat de llarg fins a aquest punt és la viabilitat
computacional dels estimadors de mitjanes. Tot i que la mitjana empirica és
trivial de calcular, molts dels estimadors més sofisticats que hem discutit en
aquest article estan lluny de ser-ho. En particular, un requisit basic perquée
qualsevol estimador multivariant de la mitjana sigui util a la practica és que
es pugui calcular en temps polinomial (és a dir, en un temps que sigui un
polinomi de la mida de la mostra n i de la dimensi6 d). Com ja hem assenyalat,

2 A la demostraci6 del teorema 8, «bon comportament» significa que (12) és valida per a la
majoria dels blocs.
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alguns dels estimadors descrits anteriorment entren en aquesta categoria. Per
exemple, I'estimador mediana geometrica de les mitjanes o I'estimador de
Catoni-Giulini so6n calculables de manera eficient en aquest sentit. No obstant
aixo, aquests estimadors estan lluny de ser subgaussians. L’estimador de
torneig de medianes de mitjanes és subgaussia, pero el seu calcul suposa un
repte gens trivial. De fet, tal com es defineix I’estimador, és probable que sigui
computacionalment intractable (és a dir, NP-complex). No obstant aixo, en un
article recent, Hopkins ([25]) defineix una relaxacié semidefinida enginyosa
de I'estimador de torneig de medianes de mitjanes que es pot calcular en
temps O(nd + dlog(1/6)¢) per a una constant independent de la dimensi6
i, al mateix temps, garanteix la condici6é subgaussiana desitjada sota I'inic
suposit que existeixi la matriu de covariancia. Aquest és el primer estimador
de la mitjana multivariant subgaussia calculable de manera eficient. Encara
més recentment, Cherapanamjeri, Flammarion i Bartlett ([13]) van millorar el
temps d’execucio a O(nd + dlog(1/6)? +log(1/5)*) combinant les idees de
Hopkins amb una optimitzaci6 astuta de gradient descendent. Basant-se en
idees de «reponderacit espectral» de Cheng, Diakonikolas i Ge [12], Depersin
i Lecué [16] i Lei, Luh, Venkat i Zhang [42] milloren encara més el temps
d’execucio. Hopkins, Li i Zhang ([27]) mostren com la reponderaci6 espectral
és essencialment equivalent a la noci6 de mediana introduida anteriorment.
Remetem a aquests articles per a una revisio exhaustiva de la literatura sobre
els aspectes computacionals de I’estimacié de la mitjana robusta, que esta
creixent rapidament.

A la comunitat de la informatica teorica hi ha hagut recentment un augment
important de resultats que aborden el problema de I’estimaci6 de la mitjana
robusta i computacionalment eficient. En aquest context, un estimador es
defineix com a robust si funciona bé en preséncia d’una petita fraccié constant
de valors atipics (possiblement antagonistes). S’han proposat diversos models;
vegeu Charikar, Steinhardt i Valiant [11], Diakonikolas, Kamath, Kane, Li, Moitra
i Stewart [18, 19, 20], Diakonikolas, Kane i Stewart [21], Diakonikolas, Kong i
Stewart [22], Hopkins i Li [26], Klivans, Kothari i Meka [35], Kothari, Steinhardt
i Steurer [37], Lai, Rao i Vempala [38], Loh i Tan [44], per a tenir una mostra
d’aquest important gruix de literatura en plena expansi6. La revisio d’aquesta
area, pero, va més enlla de ’abast d’aquest article.
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— La SCM esta exempta de tota responsabilitat derivada de I'eventual
vulneracio de drets de propietat intellectual per part dels autors.

Cada autor rebra una copia en PDF d’alta qualitat de la versio digital del seu
article i un exemplar impres del nimero del BUTLLETI en el qual es publiqui.

La correspondeéncia administrativa relacionada amb el BUTLLET] s’ha d’adre-
car a la SCM.

Pel que fa a la protecci6 de dades personals, I'Institut d’Estudis Catalans (IEC)
compleix el que estableix el Reglament general de proteccié de dades de la Uni6
Europea (Reglament 2016/679, del 27 d’abril de 2016). De conformitat amb
aquesta norma, s’informa que, amb I’acceptaci6 de les normes de publicacio,
els autors autoritzen que les seves dades personals (nom i cognoms, dades de
contacte i dades de filiaci6) puguin ser publicades en el corresponent volum
del BUTLLETT.



Aquestes dades seran incorporades a un tractament que és responsabilitat
de I'IEC amb la finalitat de gestionar aquesta publicacio. Unicament s’utilit-
zaran les dades dels autors per a gestionar la publicacié del BUTLLETI i no
seran cedides a tercers, ni es produiran transferéncies a tercers paisos o or-
ganitzacions internacionals. Un cop publicat el BUTLLETI, aquestes dades es
conservaran com a part del registre historic d’autors. Els autors poden exercir
els drets d’accés, rectificacio, supressio, oposicio, limitacié en el tractament
i portabilitat, adrecant-se per escrit a 'Institut d’Estudis Catalans (carrer del
Carme, 47, 08001 Barcelona), o bé enviant un correu electronic a I’adreca
dades.personals@iec.cat, en qué s’especifiqui de quina publicaci6 es tracta.



Comite editorial

Antoni Guillamon (editor en cap)
Departament de Matematiques
Universitat Politécnica de Catalunya
antoni.guillamon@upc.edu

Carme Cascante

Dep. de Matematiques i Informatica
Universitat de Barcelona
cascante@ub.edu

Bartomeu Coll

Dep. de Matematiques i Informatica
Universitat de les Illes Balears
tomeu.coll@uib.cat

Nuria Fagella

Dep. de Matematiques i Informatica
Universitat de Barcelona
fagella@maia.ub.es

Armengol Gasull

Departament de Matematiques
Universitat Autonoma de Barcelona
gasull@mat.uab.cat

Gabor Lugosi

ICREA i Departament d’Economia
Universitat Pompeu Fabra
gabor.lugosi@upf.edu

Rosa Camps (editora adjunta)
Departament de Matematiques
Universitat Autonoma de Barcelona
rcamps@mat.uab.cat

Marc Noy

Departament de Matematiques
Universitat Politécnica de Catalunya
marc.noy@upc.edu

Francesc Planas

Departament de Matematiques
Universitat Politécnica de Catalunya
francesc.planas@upc.edu

Joan Saldafia

Dep. d'Informatica, Mat. Aplicada i Estadistica
Universitat de Girona

joan.saldana@udg.edu

Marta Sanz-Solé

Dep. de Matematiques i Informatica
Universitat de Barcelona
marta.sanz@ub.edu

Gil Solanes

Departament de Matematiques
Universitat Autonoma de Barcelona
solanes@mat.uab.cat



Societat Catalana de Matematiques

La Societat Catalana de Matematiques (SCM) és una societat filial de I'Insti-
tut d’Estudis Catalans, que continua les activitats de la Secci6 de Matematiques
de la Societat Catalana de Ciéncies, que fou fundada per I'Institut 'any 1931.
Les finalitats de la SCM son: el conreu de les ciéncies matematiques, I'extensio
del seu coneixement en la societat catalana, el foment del seu ensenyament
i de la seva investigacio teorica i aplicada, aixi com la publicaci6é de tota mena
de treballs que s’adeqiiin a aquests objectius. La SCM desenvolupa les seves
activitats en les terres de llengua i cultura catalanes. El catala és, doncs, la
llengua propia de la SCM i la que és usada normalment en tots els seus actes i
publicacions.

La SCM edita les publicacions periodiques SCM/Noticies i Butlleti de la
Societat Catalana de Matematiques. Els socis de la SCM reben, gratuitament,
aquestes dues publicacions.

La SCM té convenis de reciprocitat amb diverses societats matematiques
d’arreu del mon, mitjancant els quals els socis de la SCM obtenen una re-
duccibé en la quota de soci d’aquestes societats. Aixi mateix, els socis de la
SCM poden fer-se socis de la Societat Matematica Europea pagant una quota
complementaria.

La Junta Directiva de la SCM esta constituida per les persones segiients:

PRESIDENTA: Dolors Herbera i Espinal

VICEPRESIDENT: Josep Vives i Santa-Eulalia

ADJUNT A LA VICEPRESIDENCIA: Abraham de la Fuente Pérez
SECRETARIA: Immaculada Baldoma i Barraca

TRESORER: Albert Granados i Corsellas

VOCAL EMPRESA: Aleix Ruiz de Villa

VOCAL PUBLICACIONS: Montserrat Alsina i Aubach

VOCALS: Josep Grané i Manlleu, Mireia Lopez i Beltran, Albert Ruiz i
Cirera, Manel Udina i Abello

DELEGADA DE L'IEC: Pilar Bayer i Isant

L’adreca de la SCM és carrer del Carme, 47, 08001 Barcelona. Teleéfon:
933 248 583. Fax: 932 701 180. Correu electronic: scm@iec.cat. Adreca web:
http://scm.iec.cat.






El Butlleti de la Societat Catalana de Matematiques publica, en llengua catalana, ex-
posicions matematiques de qualitat, que puguin interessar a un nombre elevat de
lectors. Es donara prioritat a aquells treballs en que destaquin la claredat d’exposicio
i 'interes general del tema. El Butlleti esta obert a tots els camps de la matematica i
tamb¢ als aspectes matematics de les ciencies experimentals, la tecnologia, 1'econo-
mia, etc., aixi com a altres arees, com la historia, la didactica i la filosofia, sempre
que els treballs tinguin un component matematic important. També tenen cabuda al
Butlleti aquells articles que desenvolupin un aspecte significatiu de la problematica de
la professio matematica al nostre pais.

El Butlleti publica un volum a l'any, dividit en dos niimeros, que es trameten gratuita-
ment a tots els socis. El Butlleti es publica tamb¢ en format electronic. L’edicio electro-
nica del Butlleti pot obtenir-se des del portal de revistes cientifiques en linia de I'EC o
al servidor http://scm.iec.cat.

La correspondencia administrativa s’ha d’adrecar a la Societat Catalana de Matema-

tiques.
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